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本讲内容

1 单系数假设检验

2 多系数联合假设检验

3 大样本理论介绍
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单系数假设检验

本节内容

1 单系数假设检验

2 多系数联合假设检验
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单系数假设检验

小样本下单系数 𝒕-检验的分布与标准误

原假设 𝐻0 : 𝛽𝑘 = 𝛽𝑘,0，备择假设 𝐻1 : 𝛽𝑘 ≠ 𝛽𝑘,0，其中 𝛽𝑘,0为回归模型 DGP中
系数 𝛽𝑘 的假设真实值

原假设下，基于 OLS估计值，可构造如下 𝑡-统计量

𝑡𝑘 ≡ 𝛽̂𝑘 − 𝛽𝑘,0√
𝑠2[(𝑿 Ç𝑿 )−1]𝑘+1,𝑘+1

∼ 𝑡(𝑁 − 𝐾)分布

其中，分母亦称为 OLS估计系数 𝛽̂𝑘 的标准误 (standard error)，记作 𝑠.𝑒.(𝛽̂𝑘)
注意，原假设 𝐻0下 𝛽̂𝑘 的分布为固定的 𝑡(𝑁 − 𝐾)分布，只取决于样本量 𝑁 和

解释变量的个数 𝐾，与作为模型未知量的 𝛽和 𝜎2无关
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单系数假设检验

单系数 𝑡-检验的计算步骤
给定实际样本取值 {𝑌𝑖 ,𝑿𝑖}𝑁𝑖=1，单系数估计值 𝛽̂𝑘 的 𝑡-检验相关计算步骤如下

1 根据样本，计算 𝛽̂𝑘 的具体取值 𝑏𝑘，矩阵 𝑸𝑁 = 𝑿 Ç𝑿，以及 𝑠2 = 𝒆Ç𝒆
𝑁−𝐾 的具体取

值 𝑠2 = 𝒆̄Ç 𝒆̄
𝑁−𝐾

其中 𝒆̄ = 𝒀 − 𝑿𝒃，𝒃 = [𝑏0 , . . . , 𝑏𝐾−1]Ç
2 计算统计量 𝑡𝑘 的具体取值

𝑡𝑘 =
𝑏𝑘 − 𝛽𝑘,0√

𝑠2[(𝑸𝑁 )−1]𝑘+1,𝑘+1
=
𝑏𝑘 − 𝛽𝑘,0

𝑠.𝑒.(𝛽̂𝑘)
3 计算 𝑡(𝑁 − 𝐾)分布在 𝛼 = 1%, 5%等显著性水平下的临界值 𝑡𝛼/2(𝑁 − 𝐾)，即右
尾概率 P(𝑡𝑘 ≥ 𝑡𝛼/2(𝑁 − 𝐾)) = 𝛼

2，并按照如下规则拒绝或接受原假设

若 |𝑡𝑘 | > 𝑡𝛼/2(𝑁 − 𝐾)，则在 𝛼显著性水平下，拒绝 𝐻0

若 |𝑡𝑘 | < 𝑡𝛼/2(𝑁 − 𝐾)，则在 𝛼显著性水平下，接受 𝐻0
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单系数假设检验

𝑡-检验的拒绝域与接受域

给定显著性水平 𝛼，自由度 𝑁 − 𝐾的 𝑡-检验统计量 𝑡 的拒绝域（拒绝 𝐻0）为

|𝑡 | > 𝑡𝛼/2(𝑁 − 𝐾)，接受域为 |𝑡 | ≤ 𝑡𝛼/2(𝑁 − 𝐾)，如下图所示38 Chapter 1

Figure 1.3: t Distribution

Confidence Interval

Step 3can also be stated in terms ofbk andSE(bk). Sincetk is as in (1.4.5), you
accept H0 whenever

−tα/2(n− K ) <
bk − βk

SE(bk)
< tα/2(n− K )

or

bk − SE(bk) · tα/2(n− K ) < βk < bk + SE(bk) · tα/2(n− K ).

Therefore, we accept if and only if the hypothesized valueβk falls in the interval:

[bk − SE(bk) · tα/2(n− K ),bk + SE(bk) · tα/2(n− K )]. (1.4.6)

This interval is called thelevel 1− α confidence interval. It is narrower the
smaller the standard error. Thus, the smallness of the standard error is a measure
of the estimator’s precision.

p-Value

The decision rule of thet-test can also be stated using thep-value.

Step 1: Same as above.
Step 2: Rather than finding the critical valuetα/2(n− K ), calculate

p = Prob(t > |tk|)× 2.
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单系数假设检验

置信区间与 𝒑-值

统计推断中，与检验显著性水平（拒绝域、接受域）密切相关的两个概念：置信区

间与 𝑝-值

置信区间：当 𝑡𝑘 位于接受域中时，有如下不等式

− 𝑡𝛼/2(𝑁 − 𝐾) ≤ 𝑏𝑘 − 𝛽𝑘,0

𝑠.𝑒.(𝛽̂𝑘)
≤ 𝑡𝛼/2(𝑁 − 𝐾) ⇐⇒

𝛽𝑘,0 ∈ [𝑏𝑘 − 𝑠.𝑒.(𝛽̂𝑘) × 𝑡𝛼/2(𝑁 − 𝐾), 𝑏𝑘 + 𝑠.𝑒.(𝛽̂𝑘) × 𝑡𝛼/2(𝑁 − 𝐾)]

最右的区间，称为估计值 𝛽̂𝑘 置信度为 1 − 𝛼的置信区间 (confidence interval)
推断规则：当 𝐻0下参数值 𝛽𝑘,0 ∈置信区间时，接受 𝐻0；若否，则拒绝 𝐻0
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单系数假设检验

置信区间与 𝒑-值

𝑝-值：直接在原假设 𝑡-统计量 𝑡𝑘 所服从的分布 𝑡(𝑁 − 𝐾)下，计算下述概率

P(−|𝑡𝑘 | ≤ 𝑡𝑘 ≤ |𝑡𝑘 |) = 1 − 2P(𝑡𝑘 > |𝑡𝑘 |)
并定义 𝑝 = 1 − P(−|𝑡𝑘 | ≤ 𝑡𝑘 ≤ |𝑡𝑘 |) = 2P(𝑡𝑘 > |𝑡𝑘 |)为 𝑡-检验的 𝑝-值

推断规则：当 𝑝-值大于检验所要求的显著性水平 𝛼时，接受 𝐻0；否则拒绝 𝐻0

注意 𝑝-值不是越小越好，或者说，更小的 𝑝-值，并不意味着原假设 𝐻0正确的可能性越

低；换言之，更小的 𝑝-值，并不意味着假设检验第一类错误（冤枉好人）的可能
性更低
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单系数假设检验

第 6讲中的数值模拟示例…
DGP: 𝜀𝑖

iid∼ N(0, 0.52), 𝑋𝑖 iid∼ N(0, 1), 𝑌𝑖 = 0.2 + 0.8𝑋𝑖 + 𝜀𝑖 , 𝑁 = 100, 𝐾 = 2
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单系数假设检验

…估计结果

估计值 𝑏 标准误 𝑡-值 显著性水平 𝑝-值

𝛽̂0 0.12484 0.04668 2.674 ∗ ∗ ∗, 𝛼 = 1% 0.00877
𝛽̂1 0.76955 0.04174 18.438 ∗ ∗ ∗, 𝛼 = 1% < 2 × 10−16

统计软件汇报估计结构时，系数原假设取值默认为 0，即 𝛽0,0 = 𝛽1,0 = 0

当 𝑁 − 𝐾 > 30时，𝑡(𝑁 − 𝐾)分布函数在数值上和 0, 几乎无差异，此时可将 𝑡𝑘
视作标准正态分布处理，相应的标准误 𝑠.𝑒.(𝛽̂𝑘)等于 𝛽̂𝑘 的标准差
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单系数假设检验

𝒕𝒌 分布：500次随机模拟
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多系数联合假设检验

本节内容

1 单系数假设检验

2 多系数联合假设检验

3 大样本理论介绍
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多系数联合假设检验

多系数联合检验

一般情况，多系数线性联合假设检验 (joint hypothesis test)，可引
入线性约束矩阵 (linear restriction matrix) 𝑹𝐿×𝐾 及约束目标向量 𝒓𝐿×1：

𝐻0 : 𝑹𝜷 = 𝒓 ⇔ 𝐻0 : 𝑹𝜷 − 𝒓 = 0𝐿×1

此时，估计向量仿射变换 𝑹𝜷̂ − 𝒓 在 𝑿 上的条件分布等于

𝑹𝜷̂ − 𝒓 |𝑿 ∼ N
(
0, 𝜎2𝑹𝑸−1

𝑁 𝑹Ç
)

注意，𝐿 ≤ 𝐾，最多同时检验所有 𝐾个回归系数的取值

示例：𝐻0 : 𝛽0 = 𝛽1 = · · · = 𝛽𝐾−1 = 0，则 𝑹 = 𝑰𝐾 , 𝒓 = 0𝐾×1
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多系数联合假设检验

联合检验统计量：方差已知

若 𝜎2已知，则由 𝑹𝜷̂ − 𝒓 |𝑿 ∼ N
(
0, 𝜎2𝑹𝑸−1

𝑁 𝑹Ç
)
，可知下述统计量

𝑊𝐿 ≡ (𝑹𝜷̂ − 𝒓)Ç [𝜎2𝑹𝑸−1
𝑁 𝑹Ç]−1(𝑹𝜷̂ − 𝒓) ∼ 𝜒2(𝐿)

服从自由度为 𝐿的 𝜒2分布，称为Wald统计量
推断规则：给定显著性水平 𝛼，当样本计算得到的𝑊𝐿 统计量取值𝑊𝐿 大于

𝜒2(𝐿)分布右尾临界值 𝜒2
𝛼(𝐿)时，拒绝原假设

类似于 𝑡-检验，可计算 𝜒2-检验的 𝑝-值
直观原理：𝑊𝐿 越大，𝑹𝜷̂ − 𝒓 的模长越长，其偏离 𝐻0下零向量的幅度就越大

上述检验一般性称为Wald检验
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多系数联合假设检验

𝝌2-分布的密度函数
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多系数联合假设检验

联合检验统计量：方差未知

在回归分析中，误差项方差 𝜎2未知，此时使用 𝐹-检验，相应的检验统计量为

𝐹 ≡ (𝑹𝜷̂ − 𝒓)Ç [𝑹𝑸−1
𝑁 𝑹Ç]−1(𝑹𝜷̂ − 𝒓)/𝐿
𝑠2 ∼ 𝐹(𝐿, 𝑁 − 𝐾)

服从自由度为 (𝐿, 𝑁 − 𝐾)的 𝐹分布 𝐹(𝐿, 𝑁 − 𝐾)
𝐹(𝐿, 𝑁 − 𝐾)分布定义为相互独立的两个随机变量𝑈,𝑉 相除 𝑈/𝐿

𝑉/(𝑁−𝐾) 所得分布，
其中𝑈 ∼ 𝜒2(𝐿), 𝑉 ∼ 𝜒2(𝑁 − 𝐾)
当自由度 𝑁 − 𝐾 → ∞时，𝐹(𝐿, 𝑁 − 𝐾)分布收敛到 𝐿 × 𝜒2(𝐿)分布

推断规则：与前述Wald检验类似，给定显著性水平 𝛼，当样本计算所得 𝐹统
计量取值 𝐹̄大于 𝐹(𝐿, 𝑁 − 𝐾)分布右尾临界值 𝐹𝛼(𝐿, 𝑁 − 𝐾)时，拒绝原假设

回归方程 OLS估计后，统计软件自动汇报所有截距项外解释变量系数同时为 0的
𝐹-检验，如第 6讲数值示例中，相应的 𝐹̄ = 340，𝑝-值为 2.2 × 10−16
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多系数联合假设检验

𝑭-分布与拒绝域图示：𝑳 = 10,𝑵 − 𝑲 = 10
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大样本理论介绍

本节内容

1 单系数假设检验

2 多系数联合假设检验

3 大样本理论介绍
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大样本理论介绍

线性回归大样本理论基本假设

大样本理论关注 𝑁 → ∞时，回归估计量的渐近分布 (asymptotic distribution)，相
应的基本假设与小样本理论略有差异，此处仅介绍最简单的同方差 iid情形假设

1 iid假设：模型数据生成过程 {𝑿𝑖 , 𝜀𝑖}为 iid，即 ∀𝑖 ≠ 𝑗，[𝑿 Ç
𝑖 , 𝜀𝑖]与 [𝑿 Ç

𝑗 , 𝜀𝑗]相互
独立但同分布，这也意味着 {𝑿𝑖 , 𝜀𝑖 , 𝑌𝑖}为 iid序列

2 无多重共线性：解释变量 2阶交叉矩矩阵 𝑸𝑿𝑿 = E[𝑿𝑖𝑿 Ç
𝑖 ]满秩，即可逆

3 当期外生性假设：∀𝑖，E[𝜀𝑖 |𝑿𝑖] = 0，即 E[𝑿𝑖𝜀𝑖] = 0，同期解释变量与残差无相
关性

4 同方差假设：∀𝑖，E[𝜀2
𝑖 |𝑿𝑖] = 𝜎2为常数

假设 1保证可以使用 LLN和 CLT，假设 3保证估计系数一致性，假设 4保证估计系
数渐近正态分布
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大样本理论介绍

系数 OLS估计的一致性

假设模型系数真实值为 𝜷0，则有

𝜷̂𝑁 = 𝜷0 + (𝑿 Ç𝑿 )−1𝑿 Ç𝜺 = 𝜷0 +
(

1
𝑁
𝑿 Ç𝑿

)−1 1
𝑁
𝑿 Ç𝜺

= 𝜷0 +
(

1
𝑁

𝑁∑
𝑖=1

𝑿𝑖𝑿 Ç
𝑖

)−1
1
𝑁

𝑁∑
𝑖=1

𝑿𝑖𝜀𝑖

由 LLN可知， 1
𝑁

∑𝑁
𝑖=1 𝑿𝑖𝑿 Ç

𝑖
a.s.→ 𝑸𝑿𝑿，

1
𝑁

∑𝑁
𝑖=1 𝑿𝑖𝜀𝑖

a.s.→ E[𝑿𝑖𝜀𝑖] = 0，故

𝜷̂𝑁 = 𝜷0 +
(

1
𝑁

𝑁∑
𝑖=1

𝑿𝑖𝑿 Ç
𝑖

)−1
1
𝑁

𝑁∑
𝑖=1

𝑿𝑖𝜀𝑖
a.s.→ 𝜷0 +𝑸−1

𝑿𝑿0 = 𝜷0
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大样本理论介绍

大样本 OLS估计收敛示例：500组回归，每组增加 100样本
DGP: 𝜀𝑖

iid∼ N(0, 0.52), 𝑋𝑖 iid∼ N(0, 1), 𝑌𝑖 = 0.2 + 0.8𝑋𝑖 + 𝜀𝑖 , 𝑁 = 100𝑛, 𝑛 = 1, . . . , 500
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大样本理论介绍

系数 OLS估计的渐近分布
为分析 𝜷̂𝑁 的渐近分布，考虑

√
𝑁(𝜷̂𝑁 − 𝜷0) =

(
1
𝑁

𝑁∑
𝑖=1

𝑿𝑖𝑿 Ç
𝑖

)−1

︸              ︷︷              ︸
a.s.→𝑸−1

𝑿𝑿 by LLN

× √
𝑁

1
𝑁

𝑁∑
𝑖=1

𝑿𝑖𝜀𝑖︸            ︷︷            ︸
d→N(0,𝜎2𝑸𝑿𝑿 ) by CLT

注意 E[𝑿𝑖𝜀𝑖 · 𝜀𝑖𝑿 Ç
𝑖 ] = EE[𝜀2

𝑖 𝑿𝑖𝑿 Ç
𝑖 |𝑿𝑖] = 𝜎2E[𝑿𝑖𝑿 Ç

𝑖 ] = 𝜎2𝑸𝑿𝑿

在 𝑿𝑖𝜀𝑖 为 iid序列假设下，由 CLT可得

√
𝑁

1
𝑁

𝑁∑
𝑖=1

𝑿𝑖𝜀𝑖
d→ N(0, 𝜎2𝑸𝑿𝑿 )

再由 𝑁−1 ∑
𝑖 𝑿𝑖𝑿 Ç

𝑖
a.s.→ 𝑸𝑿𝑿 可得：

√
𝑁(𝜷̂𝑁 − 𝜷0) d→ N

(
0, 𝜎2𝑸−1

𝑿𝑿

)
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