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OLS估计方差无偏性证明
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OLS估计方差无偏性证明

方差估计无偏性的证明

结论 在线性回归基本假设 1–3下，给定模型 OLS估计所得残差向量 𝒆 = 𝒀 −𝑿 �̂�，则

𝑠2 =
𝑆𝑆𝑅𝑂𝐿𝑆
𝑁 − 𝐾 =

𝒆Ç𝒆
𝑁 − 𝐾

为模型误差项方差 𝜎2的无偏估计量，即 E[𝑠2] = 𝜎2

证明 将证明 E[𝑠2 |𝑿 ] = 𝜎2，进而得到 E[𝑠2] = 𝜎2。首先，首先注意到

𝒆 = 𝒀 − 𝑿 �̂� = 𝒀 − 𝑿 (𝑿 Ç𝑿 )−1𝑿 Ç𝒀 = (𝑰𝑁 − 𝑿 (𝑿 Ç𝑿 )−1𝑿 Ç)𝒀；定义矩阵
𝑴 ≡ 𝑰𝑁 − 𝑿 (𝑿 Ç𝑿 )−1𝑿 Ç，则有 𝑴𝑿 = 0，故 𝒆 = 𝑴𝒀 = 𝑴(𝑿𝜷0 + 𝜺) = 𝑴𝜺；同

时，易验证 𝑴2 = 𝑴，由此知 𝒆Ç𝒆 = 𝜺Ç𝑴𝜺，故 E[𝒆Ç𝒆 |𝑿 ] = E[𝜺Ç𝑴𝜺|𝑿 ]。
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OLS估计方差无偏性证明

方差估计无偏性的证明

继续 其次，令 𝑚𝑖 𝑗 为 𝑴 的第 𝑖行、第 𝑗列元素，则有 𝜺Ç𝑴𝜺 =
∑𝑁
𝑖=1

∑𝑁
𝑗=1 𝜀𝑖𝜀𝑗𝑚𝑖 𝑗，取

期望可得

E[𝜺Ç𝑴𝜺|𝑿 ] =
𝑁∑
𝑖=1

𝑁∑
𝑗=1
E[𝜀𝑖𝜀𝑗𝑚𝑖 𝑗 |𝑿 ] =

𝑁∑
𝑖=1

𝑁∑
𝑗=1

𝑚𝑖 𝑗E[𝜀𝑖𝜀𝑗 |𝑿 ] =
𝑁∑
𝑖=1

𝜎2𝑚𝑖𝑖 = 𝜎2tr(𝑴)

最后，由矩阵求迹 tr(·)的性质可知

tr(𝑴) = tr(𝑰𝑁 − 𝑿 (𝑿 Ç𝑿 )−1𝑿 Ç) = tr(𝑰𝑁 ) − tr(𝑿 (𝑿 Ç𝑿 )−1𝑿 Ç)
= 𝑁 − tr((𝑿 Ç𝑿 )−1𝑿 Ç𝑿 ) = 𝑁 − tr(𝑰𝐾) = 𝑁 − 𝐾

故 E[𝑠2 |𝑿 ] = (𝑁−𝐾)𝜎2

𝑁−𝐾 = 𝜎2。
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多元正态分布的基本性质

协方差矩阵：矩阵表示

给定随机向量 𝑿 = [𝑋1 , . . . , 𝑋𝑛]Ç，其协方差矩阵 var(𝑿 )定义为

var(𝑿 ) = 𝚺𝑿 ≡

cov(𝑋1 , 𝑋1) · · · cov(𝑋1 , 𝑋𝑛)

...
. . .

...

cov(𝑋𝑛 , 𝑋1) · · · cov(𝑋𝑛 , 𝑋𝑛)


𝑿 的期望记为 𝝁𝑿，则

𝚺𝑿 = E
[(𝑿 − 𝝁𝑿 )(𝑿 − 𝝁𝑿 )Ç

]
= E[𝑿𝑿 Ç] − 𝝁𝑿𝝁

Ç
𝑿
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多元正态分布的基本性质

随机向量的仿射变换

给定 𝑛-维随机向量 𝑿 = [𝑋1 , . . . , 𝑋𝑛]Ç，假设有 𝑚 × 𝑛常数变换矩阵 𝑨，以及 𝑚 × 1
常数平移向量 (translation vector) 𝒄

𝒀 = 𝑨𝑿 + 𝒄是一个 𝑚-维随机向量，称为 𝑿 的仿射变换 (affine transformation)
当 𝒄 = 0时，仿射变换退化为线性变换

期望的仿射变换：𝝁𝒀 = E𝒀 = E𝑨𝑿 + 𝒄 = 𝑨E𝑿 + 𝒄 = 𝑨𝝁𝑿 + 𝒄

𝒀 的协方差矩阵 𝚺𝒀 可写为

𝚺𝒀 = E[𝒀𝒀 Ç] − 𝝁𝒀𝝁
Ç
𝒀

= E[(𝑨𝑿 + 𝒄)(𝑿 Ç𝑨Ç + 𝒄Ç)] − (𝑨𝝁𝑿 + 𝒄)(𝝁Ç
𝑿𝑨

Ç + 𝒄Ç)
= 𝑨

(
E[𝑿𝑿 Ç] − 𝝁𝑿𝝁

Ç
𝑿

)
𝑨Ç

= 𝑨𝚺𝑿𝑨Ç
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多元正态分布的基本性质

多元正态分布的仿射变换

𝑛维正态分布：𝑿 = [𝑋1 , . . . , 𝑋𝑛] ∼ N(𝝁𝑿 ,𝚺𝑿 )，令 𝒙 = [𝑥1 , . . . , 𝑥𝑛]Ç，其密度函
数为

𝑓 (𝒙) = 1√(2𝜋)𝑛 det𝚺𝑿

exp
{
− 1

2 (𝒙 − 𝝁𝑿 )Ç𝚺−1
𝑿 (𝒙 − 𝝁𝑿 )

}
考虑仿射变换 𝒀 = 𝑨𝑿 + 𝒄，𝑨为 𝑚 × 𝑛常数变换矩阵，𝒄为 𝑚 × 1常数向量，
则 𝒀 服从 𝑚元正态分布，即 𝒀 ∼ N(𝝁𝒀 ,𝚺𝒀 ) = N(𝑨𝝁𝑿 + 𝒄,𝚺𝑿 )

结论 若 𝑿 服从多维正态分布，且对某两个 𝑋𝑖 , 𝑋𝑗 有 cov(𝑋𝑖 , 𝑋𝑗) = 0，则 𝑋𝑖 , 𝑋𝑗 相互

独立

例 考虑 2维标准正态 𝑿 ∼ N(0, 𝑰2)，则 𝑌1 = 𝑋1 + 𝑋2 , 𝑌2 = 𝑋1 − 𝑋2相互独立
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小样本 OLS估计的分布
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小样本 OLS估计的分布

OLS估计系数的分布

假设 DGP中系数向量真实值为 𝜷0，OLS估计为 �̂� = 𝜷0 + (𝑿 Ç𝑿 )−1𝑿 Ç𝜺，则在假
设 1–3之下 E[�̂� − 𝜷0 |𝑋] = 0且

var(�̂� |𝑿 ) = var(�̂� − 𝜷0 |𝑿 ) = (𝑿 Ç𝑿 )−1𝑿 ÇE[𝜺𝜺Ç |𝑿 ]︸     ︷︷     ︸
=𝜎2𝑰

𝑿 (𝑿 Ç𝑿 )−1

= 𝜎2(𝑿 Ç𝑿 )−1𝑿 Ç𝑰𝑿 (𝑿 Ç𝑿 )−1 = 𝜎2(𝑿 Ç𝑿 )−1

进一步引入假设 4，则条件在 𝑿 上时，�̂�的随机性完全来自 𝜺 ∼ N(0, 𝜎2𝑰)，且
为 𝜺的仿射变换，故同样服从多元正态分布，即

�̂� − 𝜷0 |𝑿 ∼ N(0, 𝜎2(𝑿 Ç𝑿 )−1)
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小样本 OLS估计的分布

OLS估计系数的假设检验：单系数情形

给定 �̂� − 𝜷0 |𝑿 ∼ N(0, 𝜎2(𝑿 Ç𝑿 )−1)，似乎可以对任意 𝛽𝑘 , 𝑘 = 0, . . . , 𝐾 − 1进行假
设检验

如果 𝜎2确实是已知参数，则 �̂�𝑘 − 𝛽𝑘,0 ∼ N(0, 𝜎2[(𝑿 Ç𝑿 )−1]𝑘+1,𝑘+1)，其中
[(𝑿 Ç𝑿 )−1]𝑘+1,𝑘+1表示矩阵 (𝑿 Ç𝑿 )−1对角线上第 𝑘 + 1个元素，此时

𝑧𝑘 ≡ �̂�𝑘 − 𝛽𝑘,0√
𝜎2[(𝑿 Ç𝑿 )−1]𝑘+1,𝑘+1

∼ N(0, 1)

是一个直接可用的检验统计量：给定原假设下 𝛽𝑘,0的取值，由样本 {𝑌𝑖 ,𝑿𝑖}𝑁𝑖=1可

直接计算分子和分母取值，并且知晓该统计量服从标准正态分布

问题在于，𝜎2也是模型未知参数

简单的想法：用样本统计量 𝑠2 = 𝒆Ç𝒆/(𝑁 − 𝐾)代替 𝜎2
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小样本 OLS估计的分布

单系数检验的 𝒕-统计量

对回归系数 𝛽𝑘，构造如下 𝑡-统计量

𝑡𝑘 ≡ �̂�𝑘 − 𝛽𝑘,0√
𝑠2[(𝑿 Ç𝑿 )−1]𝑘+1,𝑘+1

, 𝑘 = 0, . . . , 𝐾 − 1

结论 假设 1–4成立时，给定样本 𝑿 的条件下，统计量 𝑡𝑘 |𝑿 服从自由度为 𝑁 − 𝐾的
𝑡-分布

𝑡-分布的密度函数可以直接写出，但没有必要掌握（记住）
给定两个相互独立的随机变量𝑊, 𝑍，其中𝑊 ∼ N(0, 1)而 𝑍 ∼ 𝜒2(𝑁 − 𝐾)，即 𝑍

服从自由度为 𝑁 − 𝐾的 𝜒2分布，则𝑈 = 𝑊√
𝑍/(𝑁−𝐾) 服从自由度为 𝑁 − 𝐾的

student 𝑡-分布，记作 𝑡(𝑁 − 𝐾)分布
自由度为 𝐿的 𝜒2分布，念卡方分布，记作 𝜒2(𝐿)分布，定义为 𝐿个相互独立的标

准正态分布随机变量的平方和
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小样本 OLS估计的分布

Student 𝒕-分布密度函数：自由度 𝝂 = 1, 2, 5

当 𝜈 → ∞时，𝑡-分布密度函数趋近于标准正态分布，即 𝑡 分布当自由度趋近于无穷

时，分布函数收敛到标准正态分布
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小样本 OLS估计的分布

单系数检验的 𝑡-统计量：证明

证明 𝑡𝑘 可写为

𝑡𝑘 ≡ �̂�𝑘 − 𝛽𝑘,0√
𝜎2[(𝑿 Ç𝑿 )−1]𝑘+1,𝑘+1 ·

√
𝑠2

𝜎2

=
𝑧𝑘√

𝒆Ç𝒆/(𝑁−𝐾)
𝜎2

注意到条件在 𝑿 下时，分子 𝑧𝑘 ∼ N(0, 1)，故只需证明分母与分子独立且为
𝜒2(𝑁 − 𝐾)分布。
为此，注意到 𝑧𝑘 |𝑿 通过 �̂�𝑘 是 𝜺的线性变换，而 𝒆 = 𝑴𝜺也是 𝜺的线性变换，

故 (�̂�, 𝒆)|𝑿 为联合正态分布，于是由 cov(�̂�, 𝒆 |𝑿 ) = 0𝐾,𝑁（最后证明）说明二者
无相关性，进而相互独立。这进一步意味着 𝑧𝑘 与 𝒆Ç𝒆 独立，故分子与分母独
立。而 1

𝜎2 𝒆
Ç𝒆 = 1

𝜎2 𝜺
Ç𝑴𝜺可证明服从 𝜒2(𝑁 − 𝐾)分布（不做要求）。
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小样本 OLS估计的分布

单系数检验的 𝑡-统计量：证明

继续 最后验证 cov(�̂�, 𝒆 |𝑿 ) = 0𝐾,𝑁。事实上，该条件协方差定义为 E[(�̂� − 𝜷0)𝒆Ç |𝑿 ]，
而 �̂� − 𝜷0 = (𝑿 Ç𝑿 )−1𝑿 Ç𝜺，𝒆Ç = 𝜺Ç𝑴，故

E[(�̂� − 𝜷0)𝒆Ç |𝑿 ] = (𝑿 Ç𝑿 )−1𝑿 ÇE[𝜺𝜺Ç |𝑿 ]𝑴 = (𝑿 Ç𝑿 )−1𝑿 Ç(𝜎2𝑰)𝑴
= 𝜎2(𝑿 Ç𝑿 )−1𝑿 Ç(𝑰 − 𝑿 (𝑿 Ç𝑿 )−1𝑿 Ç) = 0𝐾,𝑁
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