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12月 10日

1. (a) 为了证明该 VAR(2)过程平稳，需检查特征方程的根是否都位于单位圆之外。特征

方程为：

det
(
𝑰𝑧2 − 𝑨1𝑧 − 𝑨2

)
= 0,

其中：

𝑨1 =


0.7 1

0 0.5

 , 𝑨2 =


−0.1 1

0 −0.04

 .
代入特征方程得到：

𝑰𝑧2 − 𝑨1𝑧 − 𝑨2 =


𝑧2 − 0.7𝑧 + 0.1 −𝑧 − 1

0 𝑧2 − 0.5𝑧 + 0.04

 .
计算行列式：

det
(
𝑰𝑧2 − 𝑨1𝑧 − 𝑨2

)
= (𝑧2 − 0.7𝑧 + 0.1)(𝑧2 − 0.5𝑧 + 0.04).

解方程得到特征根：

𝑧2 − 0.7𝑧 + 0.1 = 0 ⇒ 𝑧 = 0.5, 0.2,

𝑧2 − 0.5𝑧 + 0.04 = 0 ⇒ 𝑧 = 0.4, 0.1.

所有特征根的模长均小于 1，故该 VAR(2)过程平稳。
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(b) 将该 VAR(2)过程改写为 VAR(1)过程 𝒀𝑡 = 𝚿𝒀𝑡−1 + 𝒆𝑡，即写出各项的具体表达式：

定义新的状态向量：

𝒀𝑡 =


𝑿𝑡

𝑿𝑡−1

 .
这样，矩阵𝚿和误差项 𝒆𝑡 为：

𝚿 =


𝑨1 𝑨2

𝑰 0

 =


0.7 1 −0.1 1

0 0.5 0 −0.04

1 0 0 0

0 1 0 0


,

𝒆𝑡 =


𝜺𝑡

0

 .
(c) 计算𝚿的特征值，说明 𝒀𝑡 的平稳性条件与 (a)中 𝑿𝑡 的条件相同：

为了计算𝚿的特征值，我们求解特征方程：

det(𝚿 − 𝜆𝑰4) = 0,

由于𝚿的特征值等同于原 VAR(2)模型的特征根，因此𝚿的特征值为：

𝜆1 = 0.5, 𝜆2 = 0.4, 𝜆3 = 0.2, 𝜆4 = 0.1.

所有特征值的模长均小于 1且与 (a)中结果相等，故 𝒀𝑡 和 𝑿𝑡 的平稳性条件相同。

(d) 计算特征值对应的特征向量：

𝑣1 =



1

2

0

1

0


, 𝑣2 =



−28
2

5

−70

1


, 𝑣3 =



1

5

0

1

0


, 𝑣4 =



11

4
1

10
55

2

1


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𝚿𝑛 = 𝑷𝑫𝑛𝑷−1

=



1

2
−28 1

5

11

4

0
2

5
0

1

10

1 −70 1
55

2

0 1 0 1





(1
2
)𝑛 0 0 0

0 (2
5
)𝑛 0 0

0 0 (1
5
)𝑛 0

0 0 0 ( 1
10

)𝑛





10

3
125 −2

3
−10

3

0
10

3
0 −1

3

−10

3
200

5

3
−170

3

0 −10

3
0

4

3


由于𝚿的特征值模长均小于 1，𝚿的高次幂𝚿𝑛 随着 𝑛的增大会趋于零。因此，𝒀𝑡

和 𝑿𝑡 的协方差矩阵可以通过长期稳定状态计算。长期稳态协方差矩阵为：

cov(𝒀𝑡) = 𝚿(𝑰 −𝚿)−1𝚿𝑇 .

由于 𝚿是平稳的，因此该协方差矩阵存在且是有限的，cov(𝑿𝑡)是 cov(𝒀𝑡)的左上

部 2 × 2矩阵。

2. (a) 定义一个标准基向量 𝒆𝑖 为第 𝑖个位置为 1，其他位置为 0的 𝐾 × 1向量，即

𝒆𝑖 =



0

...

1

...

0


,

其中第 𝑖个元素为 1，其他元素为 0。

考虑 𝒆Ë𝑖𝛀𝒆𝑖。由于 𝛀是对称矩阵，有：

𝒆Ë𝑖𝛀𝒆𝑖 = 𝜔𝑖𝑖 .

又因为𝛀是正定矩阵，根据正定矩阵的性质，对于任意非零向量 𝒙，都有 𝒙Ë𝛀𝒙 > 0。

特别地，选择 𝒙 = 𝒆𝑖，得到：

𝒆Ë𝑖𝛀𝒆𝑖 = 𝜔𝑖𝑖 > 0.

因此，矩阵 𝛀的对角线元素 𝜔𝑖𝑖 > 0，对于所有 𝑖 = 1, . . . , 𝐾。

(b) (i)对任意 𝑨, 𝑩 ∈ T，证明 𝑨𝑩 ∈ T：
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矩阵 T定义为所有 𝐾 ×𝐾且对角线全为 1的下三角矩阵的集合。即，矩阵 𝑨, 𝑩 ∈ T

满足：

𝑨 =



1 0 0 · · · 0

𝑎21 1 0 · · · 0

𝑎31 𝑎32 1 · · · 0

...
...

...
. . . 0

𝑎𝐾1 𝑎𝐾2 𝑎𝐾3 · · · 1


, 𝑩 =



1 0 0 · · · 0

𝑏21 1 0 · · · 0

𝑏31 𝑏32 1 · · · 0

...
...

...
. . . 0

𝑏𝐾1 𝑏𝐾2 𝑏𝐾3 · · · 1


.

下面证明 𝑨𝑩也是下三角矩阵，并且对角线元素为 1。

𝑨𝑩 =



1 0 0 · · · 0

𝑎21 1 0 · · · 0

𝑎31 𝑎32 1 · · · 0

...
...

...
. . . 0

𝑎𝐾1 𝑎𝐾2 𝑎𝐾3 · · · 1





1 0 0 · · · 0

𝑏21 1 0 · · · 0

𝑏31 𝑏32 1 · · · 0

...
...

...
. . . 0

𝑏𝐾1 𝑏𝐾2 𝑏𝐾3 · · · 1


=



1 0 0 · · · 0

𝑐21 1 0 · · · 0

𝑐31 𝑐32 1 · · · 0

...
...

...
. . . 0

𝑐𝐾1 𝑐𝐾2 𝑐𝐾3 · · · 1


,

其中 𝑐𝑖 𝑗 是由矩阵乘法计算得到的元素。可以验证得到，矩阵 𝑨𝑩 依然是下三角矩

阵，且对角线元素为 1。因此，𝑨𝑩 ∈ T。

(ii)证明 T中的矩阵可逆：

考虑矩阵 𝑨 ∈ T。已知 𝑨是下三角矩阵，且对角线元素为 1。对于下三角矩阵，只

要对角线元素非零，矩阵就是可逆的。由于 𝑨的对角线元素全为 1，显然 𝑨是可逆

的。因此，T中的任意矩阵都是可逆的。

(iii)证明 T中矩阵的逆矩阵依然属于 T：

设矩阵 𝑨 ∈ T，即

𝑨 =



1 0 0 · · · 0

𝑎21 1 0 · · · 0

𝑎31 𝑎32 1 · · · 0

...
...

...
. . . 0

𝑎𝐾1 𝑎𝐾2 𝑎𝐾3 · · · 1


.
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已知 𝑨是下三角矩阵，对角线元素为 1，因此它的逆矩阵 𝑨−1也是下三角矩阵，且

对角线元素为 1（因为对角线元素的倒数仍然是 1）。因此，𝑨−1 ∈ T。

(c) 通过矩阵相似变换来计算 𝛀1 = 𝑨1𝛀𝑨Ë
1：

矩阵 𝑨1的形式：

给定的矩阵 𝑨1为下三角矩阵，其形式如下：

𝑨1 =



1 0 0 · · · 0

−𝜔21

𝜔11
1 0 · · · 0

−𝜔31

𝜔11
0 1 · · · 0

...
...

...
. . . 0

−𝜔𝐾1

𝜔11
0 · · · 0 1


.

其中，𝜔𝑖 𝑗 为矩阵 𝛀中的元素。

矩阵相似变换 𝛀1 = 𝑨1𝛀𝑨Ë
1的计算：

根据矩阵 𝑨1 的结构进行相似变换。首先，矩阵 𝑨1 的第一行是 [1, 0, 0, . . . , 0]，所

以与 𝛀相乘后，第一行将仅包含 𝜔11元素，其余元素都被消去。

同样，矩阵 𝑨1的第一列是 [1,−𝜔21

𝜔11
,−𝜔31

𝜔11
, . . . ]，因此与𝛀相乘后，第一列的非对角

线元素也会被消去。

得到矩阵 𝛀1的结构为：

𝛀1 =



𝜔11 0 0 · · · 0

0 𝜔̃22 𝜔̃23 · · · 𝜔̃2𝐾

0 𝜔̃23 𝜔̃33 · · · 𝜔̃3𝐾

...
...

...
. . .

...

0 𝜔̃2𝐾 𝜔̃3𝐾 · · · 𝜔̃𝐾𝐾


.

其中，𝜔̃𝑖 𝑗 为新生成的元素，它们通过相似变换计算得到。

证明第一行和第一列除去对角线外为零：

根据 𝑨1 的结构，第一行和第一列的非对角线元素均为零。具体地：- 第一行的元

素：由于第一行 𝑨1 仅包含 1和 0，因此与 𝛀相乘后，第一行的非对角线元素都为
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0。-第一列的元素：由于第一列 𝑨1 的元素除第一个位置外，都是通过消去 𝜔𝑖 𝑗 值

得到的，因此乘积后，第一列的非对角线元素也都为 0。

证明 𝛀1为对称正定矩阵：

𝛀1是通过对称正定矩阵 𝛀进行相似变换得到的。由于正定矩阵的相似变换仍然保

持正定性，𝛀1也仍然是正定矩阵。此外，𝛀1依然保持对称性，因为相似变换不会

破坏矩阵的对称性。

(d) 关于 𝜔̃22 > 0的证明：

𝛀1是通过对称正定矩阵 𝛀进行相似变换得到的，由于正定矩阵的相似变换保持正

定性，因此 𝛀1 仍然是正定的。由于正定矩阵的对角线元素必须大于零，且在第一

步变换后矩阵的第一行和第一列都已经被消去，所以 𝜔̃22作为剩余的对角线元素之

一，必定大于零。

构造矩阵 𝑨2：

为了进一步将矩阵 𝛀2 ≡ 𝑨2𝛀1𝑨Ë
2 的前两行、前两列除对角线外均为零，构造矩阵

𝑨2类似于之前的构造方法。具体地，矩阵 𝑨2的形式为：

𝑨2 =



1 0 0 · · · 0

0 1 0 · · · 0

0 − 𝜔̃32

𝜔̃22
1 · · · 0

...
...

...
. . . 0

0 − 𝜔̃𝐾2

𝜔̃22
· · · 0 1


.

这个矩阵的作用是将矩阵 𝛀1的第二行和第二列非对角元素消去。

矩阵 𝛀2的结构：
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在进行相似变换后，矩阵 𝛀2 = 𝑨2𝛀1𝑨Ë
2的结构将变为：

𝛀2 =



𝜔11 0 0 · · · 0

0 𝜔̃22 0 · · · 0

0 0 ˜̃𝜔33 · · · ˜̃𝜔3𝐾

...
...

...
. . .

...

0 0 · · · · · · ˜̃𝜔𝐾𝐾


.

其中，矩阵的前两行和前两列（除去对角线）都被消去了，且矩阵𝛀2保持对称性，

并且仍然是正定矩阵。

(e) 1. 重复步骤的过程：

根据前面的步骤，可以通过构造类似的矩阵 𝑨3 ,𝑨4 , . . . ,𝑨𝐾 来逐步消去矩阵 𝛀𝐾−1

的非对角线元素。每次通过矩阵 𝑨𝑖 对矩阵𝛀𝑖−1进行相似变换，得到一个新的矩阵

𝛀𝑖，其前 𝑖行和前 𝑖列除去对角线外的元素为零。

2. 终止条件：

最终，经过 𝐾 − 1次相似变换，会得到一个对角矩阵 𝑫 = 𝑨𝐾𝛀𝐾−1𝑨Ë
𝐾。由于相似变

换保持矩阵的正定性，因此 𝑫 仍然是正定矩阵。并且，由于每次消去非对角线元

素，最终得到的矩阵 𝑫将是一个对角矩阵，其对角线元素均大于零。

结论：

通过逐步的相似变换，我们最终得到一个对角矩阵 𝑫，且 𝑫是正定矩阵。

(f) Cholesky分解的构造：

已证得通过一系列相似变换，最终得到了一个对角矩阵 𝑫 = 𝑨𝐾𝛀𝐾−1𝑨Ë
𝐾，其中 𝑫

是对角矩阵，且其对角线元素 𝑑𝑖𝑖 满足 𝑑𝑖𝑖 > 0（因为原始矩阵 𝛀是正定矩阵）。

构造矩阵 𝑩：

由于每一步的变换矩阵 𝑨1 ,𝑨2 , . . . ,𝑨𝐾 都是下三角矩阵且对角线元素为 1，因此我

们可以将这些变换矩阵组合成一个下三角矩阵 𝑩 = 𝑨1𝑨2𝐴𝐾，显然，矩阵 𝑩的每个

变换矩阵 𝑨𝑖 都属于集合 T（即下三角矩阵且对角线元素为 1）。

Cholesky分解：
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最终可以将矩阵 𝛀表示为：

𝛀 = 𝑩𝑫𝑩Ë ,

其中，𝑩是下三角矩阵，且对角线元素为 1，𝑫是对角矩阵，且其对角线元素 𝑑𝑖𝑖 > 0，

因此这正是矩阵 𝛀的 Cholesky分解。
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