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1. (a) 首先考虑该 VAR(1)过程的平稳性，求解 det(𝚽 − 𝜆𝑰) = 0得矩阵𝚽的特征值 𝜆1 =

3
5
,𝜆2 = 1

2
，因为 𝜆𝑖 < 1∀𝑖 = 1, 2，所以该 VAR(1)序列为平稳序列，即 𝝁 = E𝑿𝑡 =

E𝑿𝑡−1，对 VAR(1)过程等式两边同时取期望得

𝝁 = 𝒄 +𝚽𝝁

(𝑰 −𝚽)𝝁 = 𝒄

其中，𝒄 =


1

2

，所以
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(b) 可将 𝑿𝑡 展开为 𝑿𝑡 = 𝝁 +∑∞

𝑗=0 𝚽
𝑗𝜺𝑡−𝑗(由 (a)可知

∑∞
𝑗=0 𝚽

𝑗𝒄 = (𝑰 −𝚽)−1𝒄 = 𝝁)，所以

var(𝑿𝑡) =
∞∑
𝑗=0

𝚽𝑗E(𝜺𝑡−𝑗𝜺Ë𝑡−𝑗)𝚽𝑗Ë

=
∞∑
𝑗=0

𝚽𝑗𝑰𝚽𝑗Ë
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由 (a) 可知矩阵 𝚽 的特征值为 𝜆1 = 3
5
,𝜆2 = 1

2
，易得对应的特征向量为 𝒙1 =

(1,−1)Ë , 𝒙2 = (2,−1)Ë，所以有𝚽 = 𝑪𝚲𝑪−1，其中 𝚲 =


𝜆1 0

0 𝜆2

 , 𝑪 =


1 2

−1 −1

，
所以

𝚽𝑗 = 𝑪𝚲𝑗𝑪−1

=


1 2

−1 −1



0.6𝑗 0

0 0.5𝑗



−1 −2

1 1


=


−0.6𝑗 + 2 · 0.5𝑗 −2 · 0.6𝑗 + 2 · 0.5𝑗

0.6𝑗 − 0.5𝑗 2 · 0.6𝑗 − 0.5𝑗


var(𝑿𝑡) =

∞∑
𝑗=0


−0.6𝑗 + 2 · 0.5𝑗 −2 · 0.6𝑗 + 2 · 0.5𝑗

0.6𝑗 − 0.5𝑗 2 · 0.6𝑗 − 0.5𝑗



−0.6𝑗 + 2 · 0.5𝑗 −2 · 0.6𝑗 + 2 · 0.5𝑗

0.6𝑗 − 0.5𝑗 2 · 0.6𝑗 − 0.5𝑗


Ë

=
∞∑
𝑗=0


5 · 0.62𝑗 − 12 · 0.6𝑗 · 0.5𝑗 + 8 · 0.52𝑗 −5 · 0.62𝑗 + 9 · 0.6𝑗 · 0.5𝑗 − 4 · 0.52𝑗

−5 · 0.62𝑗 + 9 · 0.6𝑗 · 0.5𝑗 − 4 · 0.52𝑗 5 · 0.62𝑗 − 6 · 0.6𝑗 · 0.5𝑗 + 2 · 0.52𝑗


=


5 · 1

1−0.36 − 12 · 1
1−0.3 + 8 · 1

1−0.25 −5 · 1
1−0.36 + 9 · 1

1−0.3 − 4 · 1
1−0.25

−5 · 1
1−0.36 + 9 · 1

1−0.3 − 4 · 1
1−0.25 5 · 1

1−0.36 − 6 · 1
1−0.3 + 2 · 1

1−0.25


=


449
336

−97
336

−97
336

641
336


≈

1.336 −0.289

−0.289 1.908
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(c) 已知 𝑿𝑡 = 𝒄 +𝚽𝑿𝑡−1 + 𝜺𝑡，利用协方差的对称双线性有

cov(𝑿𝑡 ,𝑿𝑡−𝑘) = cov(𝒄 +𝚽𝑿𝑡−1 + 𝜺𝑡 ,𝑿𝑡−𝑘)

= E(𝒄 − 𝒄)(𝑿𝑡−𝑘 − 𝝁) +𝚽cov(𝑿𝑡−1 ,𝑿𝑡−𝑘) + E(𝜺𝑡 − 0)(𝑿𝑡−𝑘 − 𝝁)

= 𝚽cov(𝑿𝑡−1 ,𝑿𝑡−𝑘) = · · · = 𝚽𝑘cov(𝑿𝑡−𝑘 ,𝑿𝑡−𝑘)

= 𝚽𝑘var(𝑿𝑡)

=


−0.6𝑘 + 2 · 0.5𝑘 −2 · 0.6𝑘 + 2 · 0.5𝑘

0.6𝑘 − 0.5𝑘 2 · 0.6𝑘 − 0.5𝑘



449
336

−97
336

−97
336

641
336


=


− 85

112
· 0.6𝑘 + 44

21
· 0.5𝑘 − 395

112
· 0.6𝑘 + 68

21
· 0.5𝑘

85
112

· 0.6𝑘 − 22
21

· 0.5𝑘 395
112

· 0.6𝑘 − 34
21

· 0.5𝑘


2.（1）推导 𝑱𝑛𝑚 的通项表达式：

给定 𝑚阶若当块 𝑱𝑚：

𝑱𝑚 = 𝜆𝑰𝑚 + 𝑵

其中，𝑵 是一个上三角矩阵，其主对角线以上的第一个对角线全为 1，其余元素为 0，即：

𝑵 =



0 1 0 · · · 0

0 0 1
. . .

...

...
. . . . . . . . . 0

...
. . . . . . 1

0 · · · · · · 0 0


且 𝑵𝑚 = 0，因为 𝑵 是一个幂零指数为 𝑚的幂零矩阵。

计算 𝑱𝑛𝑚 = (𝜆𝑰𝑚 + 𝑵 )𝑛：利用二项式定理，有：

𝑱𝑛𝑚 = (𝜆𝑰𝑚 + 𝑵 )𝑛 =
𝑛∑

𝑘=0

(
𝑛
𝑘

)
𝜆𝑛−𝑘𝑵 𝑘

3



由于 𝑵𝑚 = 0，所以当 𝑘 ≥ 𝑚时，𝑵 𝑘 = 0。因此，上式可以简化为：

𝑱𝑛𝑚 =
𝑚−1∑
𝑘=0

(
𝑛
𝑘

)
𝜆𝑛−𝑘𝑵 𝑘

求矩阵 𝑵 𝑘 的元素表达式：由于 𝑵 的结构是上移 𝑘 位的操作，𝑵 𝑘 将主对角线以上的第

𝑘 条对角线元素为 1，其余为 0。具体来说，𝑵 𝑘 的元素为：

(𝑵 𝑘)𝑖, 𝑗 =


1, if𝑗 − 𝑖 = 𝑘

0, else

因此，𝑱𝑛𝑚 的元素为：

(𝑱𝑛𝑚)𝑖 , 𝑗 =
𝑚−1∑
𝑘=0

(
𝑛
𝑘

)
𝜆𝑛−𝑘(𝑵 𝑘)𝑖, 𝑗

=


( 𝑛
𝑗−𝑖
)
𝜆𝑛−(𝑗−𝑖) , 0 ≤ 𝑗 − 𝑖 ≤ 𝑚 − 1

0, else

因此：

(𝑱𝑛𝑚)𝑖, 𝑗 =


(

𝑛
𝑗 − 𝑖

)
𝜆𝑛−(𝑗−𝑖) , if0 ≤ 𝑗 − 𝑖 ≤ 𝑚 − 1

0, else

（2）当 |𝜆| < 1时，证明 lim
𝑛→∞ 𝑱𝑛𝑚 = 0𝑚×𝑚：

对于矩阵 𝑱𝑛𝑚 的任意元素，当 0 ≤ 𝑗 − 𝑖 ≤ 𝑚 − 1时，有：

��(𝑱𝑛𝑚)𝑖, 𝑗 �� = ����( 𝑛
𝑗 − 𝑖

)
𝜆𝑛−(𝑗−𝑖)

����
注意到当 𝑛 → ∞时，( 𝑛

𝑗−𝑖
)
是关于 𝑛 的多项式增长（其阶为 𝑗 − 𝑖），而 |𝜆|𝑛−(𝑗−𝑖) 是指数

衰减（因为 |𝜆| < 1）。因此，两者相乘的结果将趋于 0。

具体来说，由于多项式的增长速度远小于指数函数的衰减速度，因此：
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lim
𝑛→∞

��(𝑱𝑛𝑚)𝑖, 𝑗 �� = 0

对于所有的 𝑖 , 𝑗，因此：

lim
𝑛→∞ 𝑱𝑛𝑚 = 0𝑚×𝑚

综上所述，𝑱𝑛𝑚 的通项表达式为：

(𝑱𝑛𝑚)𝑖, 𝑗 =


(

𝑛
𝑗 − 𝑖

)
𝜆𝑛−(𝑗−𝑖) , 当0 ≤ 𝑗 − 𝑖 ≤ 𝑚 − 1

0, 其他情况。

当 |𝜆| < 1时，由于 𝜆𝑛−(𝑗−𝑖)趋于零，故有：

lim
𝑛→∞ 𝑱𝑛𝑚 = 0𝑚×𝑚
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