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1. 给定平稳的AR(2)过程𝑋𝑡 = 𝜇+𝜙1𝑋𝑡−1+𝜙2𝑋𝑡−2+𝜖𝑡，我们要推导通项表达式 �̂�𝑡+𝑠|𝑡 , ∀𝑠 ≥

1，其中 𝑌𝑡 = 𝑋𝑡 − E[𝑋𝑡]为去均值后的过程。

𝑋𝑡 是平稳的 AR(2)过程，可以表示为：

𝑋𝑡 = 𝜇 + 𝜙1𝑋𝑡−1 + 𝜙2𝑋𝑡−2 + 𝜖𝑡

其中，𝜇是常数项，𝜖𝑡 是白噪声，方差为 𝜎2
𝜖。定义去均值后的过程 𝑌𝑡 = 𝑋𝑡 − E[𝑋𝑡] =

𝑋𝑡 − 𝜇
1−𝜙1−𝜙2

。

给定： 
𝑌𝑡+1

𝑌𝑡

 =

𝜙1 𝜙2

1 0



𝑌𝑡

𝑌𝑡−1

 +

𝜖𝑡+1

0


这个表示式表明，𝑌𝑡 的演化过程由上一期的 𝑌𝑡 和 𝑌𝑡−1以及当前的白噪声 𝜖𝑡 决定。

在给定 𝑡 时，我们希望推导出 �̂�𝑡+𝑠|𝑡，即在时刻 𝑡 时对时刻 𝑡 + 𝑠 的预测。

由于 𝑌𝑡 = 𝑋𝑡 − 𝜇
1−𝜙1−𝜙2

，我们可以通过对 𝑌𝑡 的预测来推导 𝑋𝑡 的预测。首先，考虑 �̂�𝑡+𝑠|𝑡，

这是对 𝑌𝑡+𝑠 在时刻 𝑡 的条件预测。


𝑌𝑡+1|𝑡

𝑌𝑡|𝑡

 =

𝜙1 𝜙2

1 0



𝑌𝑡|𝑡

𝑌𝑡−1|𝑡
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对于 𝑠 ≥ 1，递推可得 𝑌𝑡+𝑠|𝑡 的表达式：

�̂�𝑡+𝑠|𝑡 = 𝜙𝑠
1𝑌𝑡 +

𝑠−1∑
𝑖=0

𝜙𝑠−𝑖−1
1 𝜙𝑖

2𝑌𝑡−𝑖

由 𝑋𝑡 = 𝑌𝑡 + 𝜇
1−𝜙1−𝜙2

，我们可以通过预测 𝑌𝑡 得到：

�̂�𝑡+𝑠|𝑡 = �̂�𝑡+𝑠|𝑡 + 𝜇

1 − 𝜙1 − 𝜙2

即为，

�̂�𝑡+𝑠|𝑡 = 𝜙𝑠
1𝑋𝑡 +

𝑠−1∑
𝑖=0

𝜙𝑠−𝑖−1
1 𝜙𝑖

2𝑋𝑡−𝑖 + 𝜇

1 − 𝜙1 − 𝜙2

得到：

�̂�𝑡+𝑠|𝑡 = 𝜙𝑠
1𝑋𝑡 +

𝑠−1∑
𝑖=0

𝜙𝑠−𝑖−1
1 𝜙𝑖

2𝑋𝑡−𝑖 + 𝜇

1 − 𝜙1 − 𝜙2

这个公式表示了从时刻 𝑡 对 𝑡 + 𝑠 时刻 𝑋𝑡 的最优预测，其中 𝜙1 和 𝜙2 是 AR(2)过程的

参数，𝜇是常数项。

2. 要计算 𝐿(𝑋𝑡+𝑠 |𝑋𝑡 , 𝑋𝑡−1) = 𝑎𝑠𝑋𝑡 + 𝑏𝑠𝑋𝑡−1的系数 𝑎𝑠 和 𝑏𝑠，我们需要解决以下最小化问题：

min
𝑎𝑠 ,𝑏𝑠

𝐸
[(𝑋𝑡+𝑠 − 𝑎𝑠𝑋𝑡 − 𝑏𝑠𝑋𝑡−1)2

]
这相当于解以下的正常方程：


𝐸 [(𝑋𝑡+𝑠 − 𝑎𝑠𝑋𝑡 − 𝑏𝑠𝑋𝑡−1)𝑋𝑡] = 0

𝐸 [(𝑋𝑡+𝑠 − 𝑎𝑠𝑋𝑡 − 𝑏𝑠𝑋𝑡−1)𝑋𝑡−1] = 0

首先，计算过程 𝑋𝑡 的自协方差函数 𝛾𝑘 = Cov(𝑋𝑡 , 𝑋𝑡−𝑘)：

𝛾0 = 𝐸[𝑋2
𝑡 ] = (1 + 𝜃2)𝜎2 , 𝛾1 = 𝐸[𝑋𝑡𝑋𝑡−1] = 𝜃𝜎2 , 𝛾𝑘 = 0 对于|𝑘| ≥ 2

计算 𝐸[𝑋𝑡+𝑠𝑋𝑡]和 𝐸[𝑋𝑡+𝑠𝑋𝑡−1]：

• 对于 𝑠 = 1：

𝐸[𝑋𝑡+1𝑋𝑡] = 𝜃𝜎2 , 𝐸[𝑋𝑡+1𝑋𝑡−1] = 0
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• 对于 𝑠 ≥ 2：

𝐸[𝑋𝑡+𝑠𝑋𝑡] = 0, 𝐸[𝑋𝑡+𝑠𝑋𝑡−1] = 0

对于 𝑠 = 1，正常方程为：


𝐸[𝑋𝑡+1𝑋𝑡] = 𝑎1𝐸[𝑋2

𝑡 ] + 𝑏1𝐸[𝑋𝑡−1𝑋𝑡]

𝐸[𝑋𝑡+1𝑋𝑡−1] = 𝑎1𝐸[𝑋𝑡𝑋𝑡−1] + 𝑏1𝐸[𝑋2
𝑡−1]

将已知值代入：


𝜃𝜎2 = 𝑎1(1 + 𝜃2)𝜎2 + 𝑏1𝜃𝜎2

0 = 𝑎1𝜃𝜎2 + 𝑏1(1 + 𝜃2)𝜎2

消去 𝜎2，得到：


𝜃 = 𝑎1(1 + 𝜃2) + 𝑏1𝜃

0 = 𝑎1𝜃 + 𝑏1(1 + 𝜃2)

解第二个方程，得到 𝑏1 = − 𝑎1𝜃
1+𝜃2。将其代入第一个方程，求解 𝑎1：

𝜃 = 𝑎1(1 + 𝜃2) − 𝑎1𝜃2

1 + 𝜃2

化简得到：

𝑎1 =
𝜃(1 + 𝜃2)
1 + 𝜃2 + 𝜃4

然后计算 𝑏1：

𝑏1 = − 𝑎1𝜃
1 + 𝜃2

= − 𝜃2

1 + 𝜃2 + 𝜃4

对于 𝑠 ≥ 2，由于相关系数为零，因此 𝑎𝑠 = 0，𝑏𝑠 = 0。
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课件中给出的最优预测器为：

�̂�𝑡+1|𝑡 = 𝜃
∞∑
𝑗=0

(−𝜃)𝑗𝑋𝑡−𝑗

展开前两项：

�̂�𝑡+1|𝑡 = 𝜃𝑋𝑡 − 𝜃2𝑋𝑡−1 + 𝜃3𝑋𝑡−2 − · · ·

使用所有过去数据时，系数为：

• 𝑋𝑡 的系数：𝜃

• 𝑋𝑡−1的系数：−𝜃2

• 𝑋𝑡−2的系数：𝜃3

• ...

而使用仅 𝑋𝑡 和 𝑋𝑡−1时，系数为：

• 𝑋𝑡 的系数：𝑎1 =
𝜃(1+𝜃2)
1+𝜃2+𝜃4

• 𝑋𝑡−1的系数：𝑏1 = − 𝜃2

1+𝜃2+𝜃4

对于任意 𝑠 ≥ 1：

• 当 𝑠 = 1时，线性预测系数为：

𝑎1 =
𝜃(1 + 𝜃2)
1 + 𝜃2 + 𝜃4

, 𝑏1 = − 𝜃2

1 + 𝜃2 + 𝜃4

• 当 𝑠 ≥ 2时，系数均为零：

𝑎𝑠 = 0, 𝑏𝑠 = 0

与课件中使用全部过去数据的最优预测相比，只有当 𝑠 = 1时，系数 𝑎1和 𝑏1与对应项有

所不同。使用全部过去数据时，预测器的系数为 𝜃,−𝜃2 , 𝜃3等，包含更多的滞后项，因

此预测效果更好。
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3. 均值向量𝝁 = (𝜇𝑋 , 𝜇𝑌)Ë,协方差矩阵𝚺 =


𝜎2
𝑋 𝜎𝑋𝑌

𝜎𝑋𝑌 𝜎2
𝑌

，设 𝜌为相关系数，定义为：𝜌 = 𝜎𝑋𝑌

𝜎𝑋𝜎𝑌

由多元正态分布定义有

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 1

2𝜋|𝚺|1/2 exp
{
−1

2
(𝒙 − 𝝁)Ë𝚺−1(𝒙 − 𝝁)

}
其中 𝒙 = (𝑥, 𝑦)Ë , |𝚺| 表示协方差矩阵的行列式，有 |𝚺| = 𝜎2

𝑋𝜎
2
𝑌 − (𝜎𝑋𝑌)2 = 𝜎2

𝑋𝜎
2
𝑌(1 − 𝜌2),

𝚺−1 = 1
|𝚺|


𝜎2
𝑌 −𝜎𝑋𝑌

−𝜎𝑋𝑌 𝜎2
𝑋

，代入 𝑓 (𝑥, 𝑦)得到：

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 1

2𝜋𝜎𝑋𝜎𝑌
√
1 − 𝜌2

exp

{
− 1

2(1 − 𝜌2)
[ (𝑥 − 𝜇𝑋)2

𝜎2
𝑋

− 2𝜌(𝑥 − 𝜇𝑋)(𝑦 − 𝜇𝑌)
𝜎𝑋𝜎𝑌

+ (𝑦 − 𝜇𝑌)2
𝜎2
𝑌

]}
接下来计算 𝑋 的边缘密度函数 𝑓𝑋(𝑥) =

∫ ∞
−∞ 𝑓 (𝑥, 𝑦)d𝑦，令 𝐴 = 𝑥−𝜇𝑋

𝜎𝑋
, 𝐵 = 𝑦−𝜇𝑌

𝜎𝑌
，则指数

部分变为：

− 1

2(1 − 𝜌2) [𝐴
2 − 2𝜌𝐴𝐵 + 𝐵2]

= − 1

2(1 − 𝜌2)
[(𝐵 − 𝜌𝐴)2 + (1 − 𝜌2)𝐴2

]
所以

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 1

2𝜋𝜎𝑋𝜎𝑌
√
1 − 𝜌2

exp

(
−𝐴2

2

)
exp

(
−(𝐵 − 𝜌𝐴)2
2(1 − 𝜌2)

)
对 𝑦 积分，即对 𝐵积分，令 𝐶 = 𝐵−𝜌𝐴√

1−𝜌2

𝑓𝑋(𝑥) = exp

(
−𝐴2

2

)
· 1√

2𝜋𝜎𝑋

∫ ∞

−∞

1√
2𝜋𝜎𝑌

√
1 − 𝜌2

exp

(
−(𝐵 − 𝜌𝐴)2
2(1 − 𝜌2)

)
𝜎𝑌d𝐵

= exp

(
−𝐴2

2

)
· 1√

2𝜋𝜎𝑋

∫ ∞

−∞

1√
2𝜋𝜎𝑌

√
1 − 𝜌2

exp

(
−(𝐵 − 𝜌𝐴)2
2(1 − 𝜌2)

)
𝜎𝑌

√
1 − 𝜌2 d𝐶

注意到积分为标准正态分布的积分，结果为 1，故

𝑓𝑋(𝑥) = 1√
2𝜋𝜎𝑋

exp

(
−𝐴2

2

)
=

1√
2𝜋𝜎𝑋

exp

{
−1

2

(
𝑥 − 𝜇𝑋

𝜎𝑋

)2}
再计算 𝑌 的条件密度函数 𝑓 (𝑦|𝑥) = 𝑓 (𝑥,𝑦)

𝑓𝑋 (𝑥)，代入已知的 𝑓 (𝑥, 𝑦)和 𝑓𝑋(𝑥)，化简可得（注
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意其仍然是正态分布）

𝑓 (𝑦|𝑥) = 1√
2𝜋𝜎𝑌

√
1 − 𝜌2

exp

(
−(𝐵 − 𝜌𝐴)2
2(1 − 𝜌2)

)
=

1√
2𝜋𝜎𝑌

√
1 − 𝜌2

exp

−
[
𝑦 −

(
𝜇𝑌 − 𝜌 𝜎𝑌

𝜎𝑋
(𝑥 − 𝜇𝑋)

)]2
2𝜎2

𝑌(1 − 𝜌2)


=

1√
2𝜋𝜎𝑌|𝑋

exp

{
−1

2

(
𝑦 − E(𝑌|𝑋 = 𝑥)

𝜎𝑌|𝑋

)2}
所以 E(𝑌|𝑋 = 𝑥) = 𝜇𝑌 + 𝜌 𝜎𝑌

𝜎𝑋
(𝑥 − 𝜇𝑋)

4. (a) i.

𝑷𝑋𝝃 = 𝑿 (𝑿 Ë𝑿 )−1𝑿 Ë𝑿𝒂

= 𝑿𝑰𝒂

= 𝑿𝒂

= 𝝃

ii.

(𝑿𝒂)Ë(𝑰 − 𝑷𝑋)𝜻 = 𝒂Ë𝑿 Ë(𝜻 − 𝑿 (𝑿 Ë𝑿 )−1𝑿 Ë𝜻)

= 𝒂Ë𝑿 Ë𝜻 − 𝒂Ë𝑰𝑿 Ë𝜻

= 0

(b) i. 由 OLS估计系数表达式可知，𝒀 对𝑾 回归的系数为 (𝑾 Ë𝑾 )−1𝑾 Ë𝒀，而 𝒁 对

𝑾 回归的系数为 (𝑾 Ë𝑾 )−1𝑾 Ë𝒁，故两组回归对应的残差向量分别为

(𝑰 −𝑾 (𝑾 Ë𝑾 )−1𝑾 Ë)𝒀 = (𝑰 − 𝑷𝑊 )𝒀 = �̃�

(𝑰 −𝑾 (𝑾 Ë𝑾 )−1𝑾 Ë)𝒁 = (𝑰 − 𝑷𝑊 )𝒁 = �̃�

ii. �̂� = 𝒀 − 𝑿 �̂� = 𝒀 − 𝑿 (𝑿 Ë𝑿 )−1𝑿 Ë𝒀 = (𝑰 − 𝑷𝑋)𝒀，由 (a)的结论可得 �̂� 与 𝑿 的每

个列向量互相垂直，故垂直于 𝒁与𝑾 (i.e. 𝒁Ë �̂� = 𝑾 Ë �̂� = 0)

iii. 𝑷𝑊 �̂� = 𝑾 (𝑾 Ë𝑾 )−1𝑾 Ë �̂� = 0 (由 ii.可知𝑾 Ë �̂� = 0)
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iv. 只需要说明 �̂� 正好满足回归 �̃� = �̃�𝜹 + 𝒖 的 OLS 系数估计所满足的一阶条件

�̃�Ë�̃� − �̃�Ë�̃�𝜹 = 0.

首先注意到 �̂� = 𝒀 − 𝑿 �̂� = 𝒀 − 𝒁�̂� −𝑾 �̂�，两端同时乘以 𝑰 − 𝑷𝑊 有

(𝑰 − 𝑷𝑊 )�̂� = (𝑰 − 𝑷𝑊 )𝒀 − (𝑰 − 𝑷𝑊 )𝒁�̂� − (𝑰 − 𝑷𝑊 )𝑾 �̂�

�̂� = �̃� − �̃��̂� (由 i.-iii.可知)

再在两端同乘 �̃�Ë可得

�̃�Ë�̃� − �̃�Ë�̃��̂� = �̃�Ë(�̃� − �̃��̂�)

= �̃�Ë �̂�

= 0

所以 (1)中 OLS估计的结果 �̂�同样满足回归 �̃� = �̃�𝜹 + 𝒖的一阶条件，得证

(c) 题干中回归可改写为该矩阵形式 𝒀 = 1𝛼 + 𝑿𝜷 + 𝒆，其中 1 为每个元素均为 1 的

𝑇 × 1列向量，同上定义回归残差 �̃� 和 �̃�，可推得

�̃� = (1 − 𝑷1)𝒀

= 𝒀 − 1(1Ë1)−11Ë𝒀

= 𝒀 − 1𝑇−1(𝑌1 + · · · + 𝑌𝑇)

= 𝒀 − 1𝑌

= 𝒀 − 𝒀

�̃� = 𝑿 − 𝑿

因此由 FWL定理可知，去均值后的回归 �̃� = �̃�𝜷 + 𝒖得到的 OLS估计系数 �̂�与原

回归得到的估计值等价
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