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1. (a) 为保证 ℎ𝑡 非负，应满足 𝛼0 ≥ 0, 𝛼1 ≥ 0, 𝛽1 ≥ 0

为保证 𝑢2
𝑡 平稳且 E[𝑢2

𝑡 ] > 0，应满足 𝛼0 > 0, 𝛼1 + 𝛽1 < 1

综上，参数取值限制条件为 𝛼0 > 0, 𝛼1 ≥ 0, 𝛽1 ≥ 0, 𝛼1 + 𝛽1 < 1

(b) 因为 𝜀𝑡 是独立同分布的白噪声，满足 E[𝜀𝑡 |Ω𝑡−1] = 0,E[𝜀2𝑡 |Ω𝑡−1] = 1

所以

E[𝑢𝑡 |Ω𝑡−1] = E[
√
ℎ𝑡𝜀𝑡 |Ω𝑡−1] =

√
ℎ𝑡E[𝜀𝑡 |Ω𝑡−1] = 0

E[𝑢2
𝑡 |Ω𝑡−1] = E[ℎ𝑡𝜀2𝑡 |Ω𝑡−1] = ℎ𝑡E[𝜀2𝑡 |Ω𝑡−1] = ℎ𝑡

因此，𝑢𝑡 满足鞅差过程的定义。

(c) 令 𝒀 = (𝑋1 , · · · , 𝑋𝑇)Ë ,𝑿 = (𝑋0 , · · · , 𝑋𝑇−1)Ë , 𝒖 = (𝑢1 , · · · , 𝑢𝑇)Ë，有

�̂� = (𝑿 Ë𝑿 )−1𝑿 Ë𝒀

= (𝑿 Ë𝑿 )−1𝑿 Ë(𝑿𝜌 + 𝒖)

= 𝜌 + ( 1
𝑇

𝑇∑
𝑡=1

𝑋2
𝑡−1)−1 1𝑇

𝑇∑
𝑡=1

𝑋𝑡−1𝑢𝑡

因为 E[𝑋𝑡−1𝑢𝑡] = E(𝑋𝑡−1E[𝑢𝑡 |𝑋𝑡−1 , · · · , 𝑋0]) = E(𝑋𝑡−1
√
ℎ𝑡E[𝜀𝑡 |Ω𝑡−1]) = 0，所以

1
𝑇

∑𝑇
𝑡=1 𝑋𝑡−1𝑢𝑡

𝑎.𝑠.−→ 0，OLS估计依然具有一致性，�̂�
𝑎.𝑠.−→ 𝜌
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(d)
√
𝑇(�̂� − 𝜌) = ( 1

𝑇

𝑇∑
𝑡=1

𝑋2
𝑡−1)−1

√
𝑇
1

𝑇

𝑇∑
𝑡=1

𝑋𝑡−1𝑢𝑡

有 1
𝑇

∑𝑇
𝑡=1 𝑋

2
𝑡−1𝑢

2
𝑡

𝑎.𝑠.−→ Σ ≡ lim𝑇
1
𝑇

∑
𝑡 E[𝑋2

𝑡−1𝑢
2
𝑡 ]，即

√
𝑇 1

𝑇

∑𝑇
𝑡=1 𝑋𝑡−1𝑢𝑡

𝑑−→ 𝑁(0,Σ)，

且 lim𝑇
1
𝑇

∑𝑇
𝑡=1 𝑋

2
𝑡−1 = E(𝑋2

𝑡 ) = 𝑀，则
√
𝑇(�̂� − 𝜌) 𝑑−→ 𝑁(0, Σ

𝑀2 )

因为 𝑢𝑡 是平稳过程，且 |𝜌| < 1，易得 𝑋𝑡 亦为平稳过程，有 𝐸(𝑋2
𝑡 ) = 𝐸(𝑋2

𝑡−1)，且

𝐸(𝑢2
𝑡 ) = 𝛼0

1−𝛼1−𝛽1，因此

𝑋2
𝑡 = (𝜌𝑋𝑡−1 + 𝑢𝑡)2

𝐸(𝑋2
𝑡 ) = 𝜌2𝐸(𝑋𝑡)2 + 𝐸(𝑢2

𝑡 ) + 2𝜌𝐸(𝑋𝑡−1𝑢𝑡)

𝐸(𝑋2
𝑡 ) = 𝛼0

(1 − 𝜌2)(1 − 𝛼1 − 𝛽1)

又

𝐸[𝑋2
𝑡−1𝑢

2
𝑡 ] = 𝐸[𝑋2

𝑡−1𝐸(𝑢2
𝑡 |Ω𝑡−1)] = 𝐸[ℎ𝑡𝑋2

𝑡−1]

= 𝐸[(𝛼0 + 𝛼1𝑢2
𝑡−1 + 𝛽1ℎ𝑡−1)𝑋2

𝑡−1]

=
𝛼2
0

(1 − 𝜌2)(1 − 𝛼1 − 𝛽1) + (𝛼1 + 𝛽1)𝐸(𝑋2
𝑡−1ℎ𝑡−1)

所以
√
𝑇(�̂� − 𝜌) 𝑑−→ 𝑁(0, Σ

𝑀2
) = 𝐸[𝑋2

𝑡−1𝑢
2
𝑡 ]

[𝐸(𝑋2
𝑡 )]2

其中𝐸(𝑋2
𝑡 ) = 𝛼0

(1−𝜌2)(1−𝛼1−𝛽1) , 𝐸[𝑋2
𝑡−1𝑢

2
𝑡 ] = 𝐸[ℎ𝑡𝑋2

𝑡−1] = 𝛼2
0

(1−𝜌2)(1−𝛼1−𝛽1)+(𝛼1+𝛽1)𝐸(𝑋2
𝑡−1ℎ𝑡−1)

(e) 如果仅完成推导的过程，不需要知道 𝛼0 , 𝛼1 , 𝛽1 的取值，但若要计算该方差表达式

的实际数值，则需要知道 𝛼0 , 𝛼1 , 𝛽1的参数取值

(f) 要计算异方差稳健渐近标准误，首先估计残差 �̂�𝑡 = 𝑋𝑡 − �̂�𝑋𝑡−1，再计算异方差稳健

的方差估计值

V̂ar(�̂�) =
∑𝑇

𝑡=1 𝑋
2
𝑡−1�̂�

2
𝑡

(∑𝑇
𝑡=1 𝑋

2
𝑡−1)2

所以标准误为

SE(�̂�) =
√

V̂ar(�̂�) =
√∑𝑇

𝑡=1 𝑋
2
𝑡−1�̂�

2
𝑡∑𝑇

𝑡=1 𝑋
2
𝑡−1
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若已知 𝛼0 , 𝛼1 , 𝛽1的取值，可以通过以下方法改进计算：

利用已知参数和 𝑢𝑡，可计算 ℎ𝑡 = 𝛼0 + 𝛼1�̂�2
𝑡−1 + 𝛽1ℎ𝑡−1，若该过程是平稳的，可以将

ℎ0设定为长期均值 𝛼0

1−𝛼1−𝛽1

1. 可以选择重新计算 𝐸[𝑋2
𝑡 𝑢

2
𝑡 ] = 𝐸[𝑋2

𝑡 ℎ𝑡]的估计值 �E[𝑋2
𝑡 ℎ𝑡] = 1

𝑇

∑𝑇
𝑡=1 𝑋

2
𝑡 ℎ𝑡，此时

方差为 V̂ar(�̂�) = �E[𝑋2
𝑡 ℎ𝑡 ]

( 1
𝑇

∑𝑇
𝑡=1 𝑋2

𝑡 )2

2. 或重新计算 𝐸(𝑋2
𝑡 )的估计值 𝛼0

(1−�̂�2)(1−𝛼1−𝛽1)

3. 或使用WLS估计，令 𝑤𝑡 = 1
ℎ𝑡
，重新对

√
𝑤𝑡𝑋𝑡 = 𝜌

√
𝑤𝑡𝑋𝑡−1 +√

𝑤𝑡𝑢𝑡 进行OLS估

计，得到相应的标准误

2. (a) 有

𝑇(�̂� − 1) =
1
𝑇

∑𝑇
𝑡=1 Δ𝑋𝑡𝑋𝑡−1

1
𝑇2

∑𝑇
𝑡=1 𝑋

2
𝑡−1

𝑑−→
𝜎2
𝜀

2
𝐵(1)2 − 𝜎2

𝜀

2

𝜎2
𝜀

∫ 1

0
𝐵(𝑠)2𝑑𝑠

=
𝐵(1)2 − 1

2
∫ 1

0
𝐵(𝑠)2𝑑𝑠

所以

𝑇1−𝛿(�̂� − 1) 𝑑−→ 𝑇−𝛿 𝐵(1)2 − 1

2
∫ 1

0
𝐵(𝑠)2𝑑𝑠

当 𝑇 → ∞, 𝑇−𝛿 𝑎.𝑠.−→ 0，因此对任意 𝛿 > 0, 𝑇1−𝛿(�̂� − 1) 𝑎.𝑠.−→ 0

(b) 𝑇(�̂�− 1) 𝑎.𝑠.−→ 𝑇(𝜌− 1)，由 |𝜌| < 1有 𝜌− 1 < 0，故 𝑇 → ∞时有 𝑇(𝜌− 1) → −∞，即

𝑇(�̂� − 1) 𝑎.𝑠.−→ −∞

3. (a) 对 𝑋𝑡 进行 𝑑次差分

Δ𝑑𝑋𝑡 = Δ𝑑(𝛼0 + 𝛼1𝑡 + · · · + 𝛼𝑑𝑡𝑑) + Δ𝑑𝑍𝑡

由于 Δ𝑑(𝛼0 + 𝛼1𝑡 + · · · + 𝛼𝑑𝑡𝑑)是一个常数或多项式的低阶项（具体取决于多项式的

形式），且 Δ𝑑𝑍𝑡 = 𝜀𝑡 是白噪声，因此

Δ𝑑𝑋𝑡 =常数或低阶多项式 + 𝜀𝑡

这个结果是平稳的，因为白噪声 𝜖𝑡 是平稳的，按照同样的方法进行 𝑑 − 1次差分，

仍然会存在趋势，𝑑 − 1次差分的结果是不平稳的。因此，𝑋𝑡 经过 𝑑次差分后是平

稳的，但在 𝑑 − 1次差分后是不平稳的，故 𝑋𝑡 是 𝐼(𝑑)过程
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(b) 当 𝑑 = 3时，给定的模型为 𝑋𝑡 = 𝛼0 + 𝛼1𝑡 + 𝛼2𝑡2 + 𝛼3𝑡3 + 𝑍𝑡，其中 𝑍𝑡 满足差分方

程 Δ3𝑍𝑡 = 𝜖𝑡

要解这个差分方程，我们可以展开 Δ3𝑍𝑡

Δ3𝑍𝑡 = 𝑍𝑡 − 3𝑍𝑡−1 + 3𝑍𝑡−2 − 𝑍𝑡−3 = 𝜖𝑡

这是一个线性差分方程，其特征方程为 𝑟3 − 3𝑟2 + 3𝑟 − 1 = 0，解为 𝑟 = 1（重根，重

数为 3）。因此，齐次方程的通解为

𝑍ℎ
𝑡 = 𝑐0 + 𝑐1𝑡 + 𝑐2𝑡2

其中 𝑐0 , 𝑐1 , 𝑐2是待定常数

为了找到非齐次方程的特解，我们考虑对 𝜀𝑡 进行三次累加。因此，𝑍𝑡 的通解可以

表示为

𝑍𝑡 = 𝑍ℎ
𝑡 +

∞∑
𝑘=0

(
𝑘 + 2

2

)
𝜀𝑡−𝑘

具体地，
(𝑘+2

2

)
表示组合数，计算公式为 (𝑘+1)(𝑘+2)

2

因此，最终 𝑍𝑡 的表达式为

𝑍𝑡 = 𝑐0 + 𝑐1𝑡 + 𝑐2𝑡2 + 𝜀𝑡 + 3𝜀𝑡−1 + 6𝜀𝑡−2 + 10𝜀𝑡−3 + · · · =
∞∑
𝑘=0

(
𝑘 + 2

2

)
𝜀𝑡−𝑘

(c) 在回归模型 𝑍𝑡 = 𝛼 + 𝜌𝑍𝑡−1 + 𝜀𝑡 下，截距项 𝛼的 OLS估计量为：

�̂�𝑇 =
1

𝑇

𝑇∑
𝑡=1

(𝑍𝑡 − �̂�𝑇𝑍𝑡−1)

在假设 𝐻0 : 𝜌 = 1下，𝑍𝑡 = 𝛼 + 𝑍𝑡−1 + 𝜀𝑡 = 𝑍0 + 𝛼𝑡 +∑𝑡
𝑠=1 𝜀𝑠，所以有

�̂�𝑇 =
1

𝑇

𝑇∑
𝑡=1

(𝑍𝑡 − 𝑍𝑡−1) + 1

𝑇
(1 − �̂�)

𝑇∑
𝑡=1

𝑍𝑡−1

=
𝑍𝑇 − 𝑍0

𝑇
+ 1

𝑇
(1 − �̂�)

𝑇∑
𝑡=1

𝑍𝑡−1

= 𝛼 + 1

𝑇

𝑇∑
𝑠=1

𝜀𝑠 + 1

𝑇
(1 − �̂�)

𝑇∑
𝑡=1

𝑍𝑡−1

注意这是一个带漂移的单位根过程，尽管 1
𝑇

∑𝑇
𝑠=1 𝜀𝑠

𝑎.𝑠.−−→ 0，但最后一项不会收敛到

0，因此 �̂�𝑇 不具有一致性
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