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1. 给定平稳 AR(2)过程 𝑋𝑡 = 𝜇 + 𝜙1𝑋𝑡−1 + 𝜙2𝑋𝑡−2 + 𝜀𝑡，{𝜀𝑡} 为白噪声，方差为 𝜎2
𝜀。定义 𝑌𝑡 =

𝑋𝑡 − E𝑋𝑡 = 𝑋𝑡 − 𝜇
1−𝜙1−𝜙2

。请利用[
𝑌𝑡+1

𝑌𝑡

]
=
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𝜙1 𝜙2

1 0

] [
𝑌𝑡
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]
+
[
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0

]
推导 �̂�𝑡+𝑠 |𝑡 ,∀𝑠 ≥ 1的通项表达式。

2. 给定可逆MA(1)过程 𝑋𝑡 = 𝜀𝑡 + 𝜃𝜀𝑡−1，请对任意 𝑠 ≥ 1，计算 𝐿(𝑋𝑡+𝑠 |𝑋𝑡 , 𝑋𝑡−1) = 𝑎𝑠𝑋𝑡 + 𝑏𝑠𝑋𝑡−1

的系数 𝑎𝑠 , 𝑏𝑠，并与课件推导的 �̂�𝑡+𝑠 |𝑡 = 𝐿(𝑋𝑡+𝑠 |𝑋𝑡 , 𝑋𝑡−1 , 𝑋𝑡−2 , . . .)中对应项系数做比较。
3. 给定 2元正态分布 (𝑋,𝑌) ∼ 𝑁(𝝁,𝚺)，写出联合密度函数 𝑓 (𝑥, 𝑦)，计算𝑋的边缘密度函数 𝑓𝑋(𝑥)，
进而计算 𝑌的条件密度函数 𝑓 (𝑦 |𝑥)，并计算给定 𝑋 = 𝑥时，𝑌的条件期望 E(𝑌 |𝑋 = 𝑥)。

4. 考虑一般的线性回归模型
𝒀𝑇×1 = 𝑿𝑇×𝐾𝜷𝐾×1 + 𝒆𝑇×1 ,

其中 𝐾 个解释变量 𝑿 = [𝒁𝑇×𝑁 ,𝑾𝑇×𝑀] 可以分为两组 𝒁 与 𝑾，满足 𝑁 + 𝑀 = 𝐾；同时
𝜷 = [𝜹Ç , 𝜽Ç]Ç也可以分为对应的两组。故回归模型可以等价的表示为：

𝒀 = 𝒁𝜹 +𝑾𝜽 + 𝒆 . (1)

(a) 定义矩阵 𝑷𝑿 = 𝑿 (𝑿 Ç𝑿 )−1𝑿 Ç。请验证 𝑷𝑿 满足如下两条性质：

i. 对于任意一个 𝑿 的列向量线性组合构成的向量 𝝃 = 𝑿𝒂，∀𝒂 ∈ R𝐾，𝑷𝑿𝝃 = 𝝃。

ii. 对 R𝑇 中任意向量 𝜻，𝜻 − 𝑷𝑿𝜻 = (𝑰 − 𝑷𝑿 )𝜻与 𝝃 = 𝑿𝒂 相互垂直，∀𝒂 ∈ R𝐾，即前者

转置与后者乘积为 0。

这样的矩阵 𝑷𝑿 称为关于 𝑿 （列线性空间）的投影矩阵。

(b) 令 �̂� =
[
�̂�Ç , �̂�Ç] Ç 为回归模型 (1)系数的 OLS估计，�̂� = 𝒀 − 𝑿 �̂�。与 (a)类似地定义 𝑷𝑾。

令

�̃� = (𝑰 − 𝑷𝑾 )𝒀 , �̃� = (𝑰 − 𝑷𝑾 )𝒁.
请证明下述结论：

i. �̃� 与 �̃�分别为 𝒀 与 𝒁对𝑾 回归的残差向量；

ii. �̂� 垂直于 𝒁和𝑾，即 𝒁Ç �̂� 与𝑾 Ç �̂� 均为 0向量；
iii. �̂� 在𝑾 上的投影为 0，即 𝑷𝑾 �̂� = 0；
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iv. 考虑 �̃� 对 �̃�的回归 �̃� = �̃�𝜹 + 𝒖，𝒖为残差项，请说明这个回归的 OLS估计系数正好
等于 (1)中 OLS估计的结果 �̂�。提示：在 (1)的 OLS估计式 𝒀 = 𝒁�̂� +𝑾 �̂� + �̂� 两边

同乘 𝑰 − 𝑷𝑾，进而验证 �̂�满足 �̃� = �̃�𝜹 + 𝒖回归系数 OLS估计的条件。

至此，你已经证明了著名的 Frisch-Waugh-Lovell定理。

(c) 作为 FWL定理的应用，请证明：在包含常数项的回归模型 𝑌𝑡 = 𝛼+𝑿 Ç
𝑡 𝜷+ 𝑒𝑡 , 𝑡 = 1, . . . , 𝑇

中，�̂�等价于对所有变量去除均值后的回归估计值，即 �̃�𝑡 = �̃� Ç
𝑡 𝜷 + 𝑢𝑡，其中 �̃�𝑡 = 𝑌𝑡 − �̄�，

�̄�为 𝑌𝑡 样本均值，�̃� 定义类似。
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