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1. 给定两个独立的标准正态分布随机变量 X 和 Y。

(a) 请写出其联合分布密度函数，并确定 Z ≡ X/Y的分布。提示：Z是 Cauchy分布。

(b) 随机变量期望的定义要求该随机变量绝对值的期望小于无穷。请说明 Cauchy分布
期望不存在。

2. 考虑课件 4第 11页示例变体 Xt � cos( πn t + U)，其中 U ∼ U([−π, π])，t ∈ Z，n ∈ N+

即大于 0的自然数。

(a) 请计算 EXt 和 σ2
X(k)，k ∈ N。

(b) 请使用 R或 Python编程，随机生成一个U，并对 n � 1, . . . , 5，生成 t � 1, . . . , 1000
的样本值 {Xt}1000

t�1 。

i. 绘制 n � 1, . . . , 5这 5个 {Xt}序列的前 100项，并比较其有和不同。
ii. 使用 ts宏包的ACF函数，对 n � 1, . . . , 5，计算 {Xt}的样本自协方差函数，并
与理论值进行对比。

3. 给定 iid样本 {Xi}N
i�1，期望为 EXi � µ，方差为 var(Xi) � σ2

(a) 请说明样本方差

σ̂2
N �

1
N − 1

N∑
i�1

(Xi − µ̂N)2

的期望 Eσ̂2
N � σ2，其中 µ̂N �

1
N

∑N
i�1 Xi 为样本均值。提示：可以先将上述求和项

按照 (Xi − µ + µ − µ̂N)2 进行拆分，并分别求期望。
(b) 请利用课件中的定理，说明样本方差 σ̂2

N
a.s.→ σ2。

4. 以下问题用于证明总体协方差版的 Cauchy-Schwartz不等式。

(a) 请查阅线性代数教科书或参考书，说明 cov(·, ·)是一个对称双线性函数。
(b) 对任意 a ∈ R以及两个随机变量X和Y，利用 var(aX+Y) � cov(aX+Y, aX+Y)的展
开式可看做 a的 2次函数以及上式恒大于等于 0这个性质，证明 Cauchy-Schwartz
不等式：

|cov(X,Y)|2 ≤ σ2
Xσ

2
Y .

5. 以下问题用于证明样本协方差版的 Cauchy-Schwartz不等式。
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(a) 对两个 n维向量 x和 y，定义内积函数 f (x , y) � ∑n
i�1 xi yi。请验证内积函数 f (·, ·)

为对称双线性函数。

(b) 仿照 4(b)，证明内积版 Cauchy-Schwartz不等式：∀x , y ∈ Rn，

|x1 y1 + · · · + xn yn |2 ≤ (x2
1 + · · · + x2

n)(y2
1 + · · · + y2

n).

(c) 利用上述结论，证明两组样本观测值 {Xi}n
i�1和 {Yi}n

i�1的样本协方差 σ̂
2
XY �

1
n

∑
i(Xi−

µ̂X)(Yi − µ̂Y)满足如下不等式：
σ̂2

XY ≤ σ̂X σ̂Y .

其中，样本方差也用 1
n 定义，与第 3题不同。

6. 对于绝对可和序列 {ϕi}∞i�0，请证明
∑∞

i�k ϕiϕi−k收敛，即
∑∞

i�k |ϕiϕi−k | < ∞，对任意 k ∈ N
成立。
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