
2.线性回归-理解篇
相耐汀



本章框架

⚫ 2.1：线性回归模型满足条件

⚫ 2.2：介绍求解线性回归函数系数的最小二乘法

⚫ 2.3：运用图形直观说明最小二乘法估计模型系数的

机理

⚫ 2.4介绍多元线性回归分解法
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2.1线性回归模型，条件期望函数
与因果推断
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2.1.1解释变量、被解释变量与干扰项

⚫ 假设我们研究受教育程度（EDU）对与收入水平

（INC）的因果影响程度：

𝐼𝑁𝐶 = 𝛼 + 𝛽1𝐸𝐷𝑈 + 𝛽2𝐼𝑄 + 𝑒

⚫ 其中：

◼ EDU处置变量

◼ IQ控制变量

◼ 其他无法观测到的但会影响INC的变量称为干扰项e
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2.1.1解释变量、被解释变量与干扰项

⚫ 若干扰项e包含混淆变量，则无法识别EDU对INC 的

因果影响有多大，即𝛽1。

◼ 人格特性：勤勉
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2.1.1解释变量、被解释变量与干扰项

⚫ 变量路径图
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2.1.2因果关系条件期望函数

⚫ 若干扰项条件均值独立于解释变量，此时可识别出因

果影响系数：

𝔼 𝑒 𝐸𝐷𝑈, 𝐼𝑄 = 𝔼 𝑒 = 𝑐

⚫ 例：对于同样IQ=iq的人，EDU从10到11，干扰项e

均值不变，INC均值变化为：

𝔼 𝐼𝑁𝐶 𝐸𝐷𝑈 = 11, 𝐼𝑄 = 𝑖𝑞

− 𝔼 𝐼𝑁𝐶 𝐸𝐷𝑈 = 10, 𝐼𝑄 = 𝑖𝑞

= 𝛼 + 𝛽111 + 𝛽2𝑖𝑞 + 𝔼 𝑒 𝐸𝐷𝑈 = 11, 𝐼𝑄 = 𝑖𝑞

− 𝛼 + 𝛽110 + 𝛽2𝑖𝑞 + 𝔼 𝑒 𝐸𝐷𝑈 = 10, 𝐼𝑄 = 𝑖𝑞 = 𝛽1
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2.1.2因果关系条件期望函数

⚫ 由于线性回归模型里包含常数项，所以我们可以把

𝔼 𝑒 𝐸𝐷𝑈, 𝐼𝑄 = 𝔼 𝑒 = 𝑐的常数c并入常数项，使：

𝔼 𝑒 𝐸𝐷𝑈, 𝐼𝑄 = 𝔼 𝑒 = 0

⚫ 综上所述，线性回归模型要满足以下两个假设：

◼ 线性关系假设：

𝐼𝑁𝐶 = 𝛼 + 𝛽1𝐸𝐷𝑈 + 𝛽2𝐼𝑄 + 𝑒

◼ 干扰项条件均值为0假设：

𝔼 𝑒 𝐸𝐷𝑈, 𝐼𝑄 = 𝔼 𝑒 = 0
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2.1.2因果关系条件期望函数

⚫ 对线性函数两边取期望值，得到线性条件期望函数

CEF：

𝔼 𝐼𝑁𝐶 𝐸𝐷𝑈, 𝐼𝑄

= 𝛼 + 𝛽1𝐸𝐷𝑈 + 𝛽2𝐼𝑄 + 𝔼 𝑒 𝐸𝐷𝑈, 𝐼𝑄

= 𝛼 + 𝛽1𝐸𝐷𝑈 + 𝛽2𝐼𝑄

⚫ 将条件期望函数对EDU求偏导：偏回归系数

𝒹𝔼 𝐼𝑁𝐶 𝐸𝐷𝑈, 𝐼𝑄

𝒹𝐸𝐷𝑈
= 𝛽1
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2.1.3相关关系条件期望函数

⚫ 若干扰项均值独立于解释变量的假设不成立，干扰项

的存在如何影响因果关系的估计？

⚫ 假设只观测到了INC和EDU：

𝐼𝑁𝐶 = 𝛼 + 𝛽1𝐸𝐷𝑈 + 𝜀，𝜀 = 𝛽2𝐼𝑄 + 𝑒

⚫ 此时：

𝔼 𝜀 𝐸𝐷𝑈 = 𝔼 𝛽2𝐼𝑄 + e 𝐸𝐷𝑈 = 𝛽2𝔼 𝐼𝑄 𝐸𝐷𝑈 ≠ 0

⚫ 此时模型为：

𝐼𝑁𝐶 = 𝛼 + 𝛽1𝐸𝐷𝑈 + 𝜀, 𝔼 𝜀 𝐸𝐷𝑈 ≠ 0
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2.1.3相关关系条件期望函数

⚫ 若我们误以为干扰项与解释变量不相关，我们就“扭

曲”了干扰项,此时我们称u为伪干扰项：

𝐼𝑁𝐶 = 𝛾0 + 𝛾1𝐸𝐷𝑈 + 𝑢, 𝔼(𝑢|𝐸𝐷𝑈 = 0)

⚫ 通过CEF来理解𝛾1和𝛽1的关系:

𝔼 𝐼𝑁𝐶 𝐸𝐷𝑈 = 𝛾0 + 𝛾1𝐸𝐷𝑈

◼ 求偏导：

𝒹𝔼 𝐼𝑁𝐶 𝐸𝐷𝑈

𝒹𝐸𝐷𝑈
= 𝛾1

⚫ 𝛾1反映了INC 的期望值如何随EDU变化，但并没有控

制IQ不变。
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2.1.3相关关系条件期望函数

⚫ 计算𝛾1和𝛽1的关系：

⚫ 𝔼 𝐼𝑁𝐶 𝐸𝐷𝑈 = 𝔼 𝛼 + 𝛽1𝐸𝐷𝑈 + 𝛽2𝐼𝑄 + e 𝐸𝐷𝑈 =

𝛼 + 𝛽1𝐸𝐷𝑈 + 𝛽2𝔼 𝐼𝑄 𝐸𝐷𝑈

◼ 对EDU求导：

𝒹𝔼 𝐼𝑁𝐶 𝐸𝐷𝑈

𝒹𝐸𝐷𝑈
= 𝛽1 + 𝛽2

𝒹𝔼 𝐼𝑄 𝐸𝐷𝑈

𝒹𝐸𝐷𝑈
◼ 即

𝛾1 = 𝛽1 + 𝛽2
𝒹𝔼 𝐼𝑄 𝐸𝐷𝑈

𝒹𝐸𝐷𝑈
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2.1.3相关关系条件期望函数

⚫ 假设受教育程度于智商之间存在线性相关关系：

𝔼 𝐼𝑄 𝐸𝐷𝑈 = 𝜙 0 + 𝜙 1𝐸𝐷𝑈

◼ 即

𝒹𝔼 𝐼𝑄 𝐸𝐷𝑈

𝒹𝐸𝐷𝑈
= 𝜙 1

◼ 则

𝛾1 = 𝛽1 + 𝛽2𝜙 1
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2.1.3相关关系条件期望函数

⚫ 由此可见，𝛾1反映了EDU与INC 的相关性，包含了：

◼ EDU对INC的因果影响𝛽1

◼ EDU与IQ的相关性𝜙 1乘以IQ对INC的因果影响𝛽2。
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2.2最小二乘法
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2.2.1总体最小二乘法

⚫ 假设我们要估计的模型是：

𝑌 = 𝑿′𝜷 + 𝜖, E 𝜖 𝑋 = 0

⚫ 展开：𝑌 = 𝛼 + 𝛽1𝑋1 +⋯+ 𝛽𝑘𝑋𝑘 + 𝜖

⚫ 回归模型对应的CEF：

𝔼 𝑌 𝑋 = 𝑿′𝜷
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2.2.1总体最小二乘法

⚫ 利用最小二乘法求解系数 መ𝛽

𝜷 = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛
𝑏

𝔼[ 𝑌 − 𝑿′𝒃 2]

由一阶条件可得：

𝔼 𝑿(𝑌 − 𝑿′𝜷) = 0

此条件同等与：

𝔼 𝑿(𝑌 − 𝑿′𝜷) = 𝔼 𝑿 Ƹ𝜖 = 0

⚫ 由此可见，最小二乘法的本质是求解系数𝜷，使得解

释变量X与残差 Ƹ𝜖不相关
𝜷 = 𝔼 𝑿𝑿′ −1𝔼 𝑿𝑌
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2.2.1总体最小二乘法

⚫ 将线性回归模型代入上式：
𝜷 = 𝔼 𝑿𝑿′ −1𝔼 𝑿𝑌 = 𝔼 𝑿𝑿′ −1𝔼 𝑿(𝑿′𝜷 + 𝜖)

= 𝛽 + 𝔼 𝑿𝑿′ −1𝔼 𝑿𝜖

⚫ 其中：𝔼 𝜖 𝑋 = 0

◼ 故𝔼 𝑿𝜖 = 𝔼𝑿 𝔼 𝑿𝜖 𝑿 = 𝔼𝑿 𝑿𝔼 𝜖 𝑿 = 𝟎

◼ 故𝜷=𝜷

⚫ 以上讨论说明，最小二乘法的解对应的系数𝜷是模型

𝑌 = 𝑿′𝜷 + 𝜖, 𝔼 𝜖 𝑋 = 0，即条件期望函数𝔼 𝑌 𝑋 =

𝑿′𝜷的系数𝜷
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2.2.2干扰项和残差

⚫ 干扰项𝜖包含了除解释变量以外的其他影响被解释变

量的因素，与解释变量是否相关无法检验

⚫ 残差 Ƹ𝜖使用最小二乘法算出来的，总是与解释变量不

相关。

𝔼 𝑿(𝑌 − 𝑿′𝜷) = 𝔼 𝑿 Ƹ𝜖 = 0

⚫ 只有当干扰项与解释变量不相关时，残差才是干扰项

的正确估计。
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