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本章框架

⚫ 3.4 ：介绍样本最小二乘法及其估计系数性质

⚫ 3.5 ：有限样本和大样本假设检验

⚫ 3.6 ：回归方法Stata命令实例

⚫ 3.7 ：回归分析运用中的常见问题
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3.4 样本最小二乘法及其估计系数性质

⚫ 实际研究中，用样本估计总体的线性关系系数 መ𝛽

⚫ 拟合值 𝑌𝑖 = 𝑿𝒊
′ 𝜷 与观测值之差 ොe𝑖 = 𝑌𝑖 − 𝑌𝑖 的平方和均值

最小

𝜷 = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛
𝑏

1

𝑁


𝑖

𝑁

(𝑌𝑖 − 𝑿𝒊
′𝑏)2

由对𝑏的一阶导数等于0可得


𝑖

𝑁

𝑿𝒊 𝑌𝑖 − 𝑿𝒊
′ 𝜷 = 0

解出𝜷为

𝜷 = (
i=1

𝑁

𝑿𝒊𝑿𝒊
′ ) −𝟏

𝑖=1

𝑁

𝑿𝒊𝑌𝑖
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3.4 样本最小二乘法及其估计系数性质

用矩阵表示，

𝜷 = (𝑿′𝑿)−𝟏𝑿′𝒀

⚫ 将𝒀 = 𝑿𝜷 + 𝒆 代入可得样本估计值与真实值的关系：

𝜷 = (𝑿′𝑿)−𝟏𝑿′𝒀 = 𝑿′𝑿 −𝟏𝑿′ 𝑿𝜷 + 𝒆 = 𝜷 + (𝑿′𝑿)−𝟏𝑿′e

误差项

误差项具体展开：

(𝑿′𝑿)−𝟏𝑿′e = (σ𝒊=𝟏
𝑵 𝑿𝒊𝑿𝒊

′ )−𝟏σ𝒊=𝟏
𝑵 𝑿𝒊 𝑒𝑖 =

(σ𝒊=𝟏
𝑵 𝑿𝒊𝑿𝒊

′ )−𝟏

σ𝒊=𝟏
𝑵 𝑿𝟏𝒊 𝑒𝑖

σ𝒊=𝟏
𝑵 𝑿𝟐𝒊 𝑒𝑖

⋮
σ𝒊=𝟏

𝑵 𝑿𝑵𝒊 𝑒𝑖
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3.4 样本最小二乘法及其估计系数性质

⚫ 固定解释变量（3.4.1）、随机解释变量（3.4.2）

⚫ 有限样本性质 无偏性、方差、分布

⚫ 大样本性质 一致性、分布
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3.4.1 固定解释变量下的样本估计系数性质

⚫ 有限样本性质

◼ 无偏性

𝐸 𝜷 = 𝜷 + (𝑿′𝑿) −1𝑿′𝐸 𝒆 = 𝛽

◼ 方差

𝑉𝑎𝑟 𝜷 = E[(𝜷 − 𝜷)(𝜷 − 𝜷)′]= E[((𝑿′𝑿)−𝟏𝑿′e)((𝑿′𝑿)−𝟏𝑿′e)′]

= (𝑿′𝑿)−𝟏𝑿′𝑬 𝒆𝒆′ 𝑿 (𝑿′𝑿)−𝟏= (𝑿′𝑿)−𝟏𝑿′𝝈𝟐𝑰𝑿 (𝑿′𝑿)−𝟏

= 𝜎2 (𝑿′𝑿)−𝟏

干扰项方差𝜎2越大，估计值系数分布的分散度越大，偏离真实值的

范围越大
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3.4.1 固定解释变量下的样本估计系数性质

◼ 分布
𝜷 = 𝜷 + (𝑿′𝑿)−𝟏𝑿′e

𝜷 ~ 𝑁(𝜷, 𝜎2 (𝑿′𝑿)−𝟏)

መ𝛽k ~ 𝑁(𝛽𝑘 , 𝜎2 (𝑿′𝑿)𝑘𝑘
−1)

⚫ 大样本性质

没有对𝑒~𝑁(0, 𝝈𝟐𝑰)的假设，但样本量足够大的时候，估计系数仍能
达到理想的性质

◼ 一致性

𝑝𝑙𝑖𝑚 𝜷 = 𝑝𝑙𝑖𝑚(𝜷+(𝑿′𝑿)−𝟏𝑿′e)

= 𝜷 + 𝑙𝑖𝑚
𝑿′𝑿

𝑁

−1

𝑝𝑙𝑖𝑚(
𝑿′𝒆

𝑁
)

= 𝜷 + 𝑸−𝟏 𝑝𝑙𝑖𝑚(
𝑿′𝒆

𝑁
)
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3.4.1 固定解释变量下的样本估计系数性质

◼ 一致性

判断𝑝𝑙𝑖𝑚(
𝑿′𝒆

𝑁
) =0   

运用均值平方收敛，即当样本数量N趋近于无穷，若

𝐸(
𝑿′𝒆

𝑁
) =0, 𝑉𝑎𝑟(

𝑿′𝒆

𝑁
) =0, 则

𝑿′𝒆

𝑁
均值平方收敛于0。若一个随

机变量均值平方收敛与某个常数，则它必然概率收敛于该

常数

𝐸(
𝑿′𝒆

𝑁
) =

1

𝑁
𝐸(σ𝑖=1

𝑁 𝑿𝒊𝑒𝑖) =
1

𝑁
σ𝑖=1

𝑁 𝐸(𝑿𝒊𝑒𝑖)= 
1

𝑁
σ𝑖=1

𝑁 𝑿𝒊𝐸(𝑒𝑖)

= 0

𝑉𝑎𝑟(
𝑿′𝒆

𝑁
)=

1

𝑁2 𝑉𝑎𝑟(σ𝑖=1
𝑁 𝑿𝒊𝑒𝑖) =

σ𝑖=1
𝑁 𝑋𝑖𝑋𝑖

′

𝑁

𝜎2

𝑁
= 0

8



3.4.1 固定解释变量下的样本估计系数性质

◼ 分布

根据Lindeberg-Levy中心极限定理

1

𝑁
𝑋′e

d
𝑁[0,𝜎2𝑸]

𝑸−𝟏 1

𝑁
𝑋′e

d
𝑁[0, 𝑸−𝟏(𝜎2𝑸) 𝑸−1]

𝑁(𝜷 − 𝜷) 
d

𝑁[0, 𝜎2𝑸−1]
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3.4.2 随机解释变量下的样本估计系数性质

⚫ 小样本性质

◼ 无偏性

𝐸 𝜷 = 𝐸𝑋 𝐸 𝜷 𝑿 = 𝐸𝑋[𝜷 + (𝑿′𝑿) −1𝑿′𝐸 𝒆 𝑿)] = 𝐸𝑋(𝜷) = 𝜷

假设：𝐸 𝒆 𝑿 = 0

当𝑿为一个固定值𝑥的时候， 𝐸 𝜷 𝑿 = 𝒙 = 𝜷

对所有𝑿的可能只进行重复实验，最后把所有实验的估计系数平

均值按𝑿的分布概率取期望，则𝐸𝑋 𝐸 𝜷 𝑿 = 𝐸𝑋(𝜷) = 𝜷

◼ 方差

𝑉𝑎𝑟 𝜷 = E[(𝜷 − 𝜷)(𝜷 − 𝜷)′]= 𝐸𝑋[E((𝜷 − 𝜷)(𝜷 − 𝜷)′ | 𝑿)]

= 𝐸𝑋[ (𝑿′𝑿)−𝟏𝑿′𝐸 𝒆𝒆′ | 𝑿 𝑿 (𝑿′𝑿)−𝟏] = 𝜎2 𝐸(𝑿′𝑿)−𝟏
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3.4.2 随机解释变量下的样本估计系数性质

◼ 分布

𝑒 | 𝑿 ~ N(0,𝜎2)

𝜷 | 𝑿 ~ 𝑁(𝜷, 𝜎2(𝑿𝑿′)−1)

መ𝛽k | 𝑋 ~ 𝑁(𝛽𝑘 , 𝜎2 (𝑿′𝑿)𝑘𝑘
−1)

⚫ 大样本性质
◼ 一致性

𝑝𝑙𝑖𝑚 𝜷 = 𝑝𝑙𝑖𝑚(𝜷+(𝑿′𝑿)−𝟏𝑿′e)

= 𝜷 + p𝑙𝑖𝑚
𝑿′𝑿

𝑁

−1

𝑝𝑙𝑖𝑚
𝑿′𝒆

𝑁

= 𝜷 + 𝑸−𝟏 𝑝𝑙𝑖𝑚(
𝑿′𝒆

𝑁
)
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3.4.2 随机解释变量下的样本估计系数性质

◼ 分布

𝑁(𝜷 − 𝜷) 
d

𝑁[0, 𝜎2𝑸−1]
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3.5 有限样本和大样本假设检验

⚫ 样本数量大小会对估计系数的分布产生影响

⚫ 有限样本假设检验
◼ 固定解释变量

若干扰项e 服从正态分布，则 መ𝛽k ~ 𝑁(𝛽𝑘 , 𝜎2 (𝑿′𝑿)𝑘𝑘
−1)

若𝜎2 已知，使用𝑍统计量检验：

𝑍 =
መ𝛽k − 𝛽𝑘

𝑉k

~ N(0,1)

若𝜎2 未知， 𝜎2的一个无偏估计 𝑠2 =
Ƹ𝑒′ Ƹ𝑒

𝑛−𝐾
， 𝑉𝑘 = [𝑠2(𝑿′𝑿)−1]𝑘𝑘

使用t统计量检验：

𝑡 =
መ𝛽k − 𝛽𝑘

𝑉𝑘
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3.5 有限样本和大样本假设检验

◼ 随机变量

𝑡 | 𝑿 =
መ𝛽k − 𝛽𝑘

𝑉𝑘

该统计量的无条件分布和有条件分布都是自由度等于𝑁 − 𝑘的t 分

布
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3.5 有限样本和大样本假设检验

⚫ 大样本假设检验（如果干扰项不服从正太分布）

◼ 固定解释变量（随机变量）

𝑁(𝜷 − 𝜷) 
d

𝑁[0, 𝜎2𝑸−1]

𝑁(𝛽 − መ𝛽k)
d

𝑁[0, 𝜎2𝑸𝑘𝑘
−1]

用无偏估计 𝑠2 =
Ƹ𝑒′ Ƹ𝑒

𝑛−𝐾
估计𝜎2 ，则估计系数的大样本方差一致估

计量为：

𝐴var መ𝛽𝑘 = [𝑠2(𝑿′𝑿)−1]𝑘𝑘

用𝑍统计量进行假设检验：

𝑍 =
መ𝛽k − 𝛽𝑘

𝐴var መ𝛽𝑘

~ N(0,1)
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3.6 回归方法Stata命令实例
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3.6 回归方法Stata命令实例
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3.6 回归方法Stata命令实例
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3.6 回归方法Stata命令实例
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⚫ 回归前执行correlate考察变量相关性



3.6 回归方法Stata命令实例
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3.6 回归方法Stata命令实例

⚫ 检验两个系数是否相等

⚫ 检验变量是否有共同显著的作用
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3.6 回归方法Stata命令实例

⚫ 使用不同模型估计时，可以用estimate store把不同模

型回归结果储存起来，然后再用esttab命令生成表格
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3.6 回归方法Stata命令实例
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3.7 回归分析运用中的常见问题

⚫ 对线性回归系数的解释

⚫ 对变量取对数

⚫ 在线性模型中加入二次项

⚫ 缩放变量

⚫ 移动变量

⚫ 统计显著性与经济显著性

⚫ 包含交叉项的模型

⚫ 多余的解释变量

⚫ 多重共线性

⚫ 检验分组系数的不同
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3.7.1 对线性回归方程的解释

⚫ 以两变量线性回归为例：

𝑌 = 𝛼 + 𝛽1𝑋1 + 𝛽2𝑋2 + 𝑒, 𝐸 𝑒 𝑋1 , 𝑋2) = 0

◼ 对总体系数𝛽1解释

𝐸 𝑌 𝑋1 = 𝑥1 , 𝑋2 = 𝑥2) − 𝐸 𝑌 𝑋1 = 𝑥1 + 1 , 𝑋2 = 𝑥2) = 𝛽1

◼ 对样本估计系数的解释

𝑌 = ො𝛼 + መ𝛽1𝑋1 + መ𝛽2𝑋2

𝑌1 = ො𝛼 + መ𝛽1(𝑋1 + 1) + መ𝛽2𝑋2

መ𝛽1= 𝑌 − 𝑌1
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3.7.2 对变量取对数

⚫ 变量关系非线性（画散点图）

⚫ 取对数意味着原解释变量对解释变量的弹性，即百分

比变化而非数值变化

⚫ 对解释变量和被解释变量是否取对数有3种情况：

◼ 对被解释变量取自然对数：

ln(𝑌) = ො𝛼 + መ𝛽𝑋

ln(𝑌′) = ො𝛼 + መ𝛽 𝑋 + 1

ln(𝑌′) − ln(𝑌)=ln(
𝑌′

𝑌
) = ln 1 +

∆ 𝑌

𝑌
= መ𝛽
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3.7.2 对变量取对数

◼ 对被解释变量取自然对数

若使用自然对数近似的性质：当m很小时，ln(1 + m) ≈ m

故有
∆ 𝑌

𝑌
= መ𝛽

精确关系：
∆ 𝑌

𝑌
= e

𝛽−1

◼ 对解释变量取自然对数

𝑌 = ො𝛼 + መ𝛽 ln 𝑋

∆ 𝑌= መ𝛽(ln 𝑋′ − ln 𝑋)= መ𝛽ln(1+
∆𝑋

𝑋
)

近似关系： ∆ 𝑌= መ𝛽
∆𝑋

𝑋

精确关系： ∆ 𝑌= መ𝛽ln(1+
∆𝑋

𝑋
)
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3.7.2 对变量取对数

◼ 对解释变量和被解释变量同时取自然对数

ln(𝑌) = ො𝛼 + መ𝛽 ln 𝑋

ln(𝑌′) − ln(𝑌)= መ𝛽 (ln 𝑋′ − ln 𝑋)

ln 1 +
∆ 𝑌

𝑌
= መ𝛽ln(1+

∆𝑋

𝑋
)

近似关系：
∆ 𝑌

𝑌
= መ𝛽

∆𝑋

𝑋

精确关系：
∆ 𝑌

𝑌
= e

𝛽ln(1+∆𝑋

𝑋
) −1
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3.7.3 在线性模型中加入二次项

⚫ 二次方程

𝑌 = መ𝛽0+ መ𝛽1𝑋 + መ𝛽2𝑋2

通过求导，可以发现X 对Y 的作用取决于X 的值

变形：

𝑌 = መ𝛽2(𝑋+
𝛽1

2𝛽2
)2+( መ𝛽0 −

𝛽12

4𝛽2
)

对称轴： 𝑋= −
𝛽1

2𝛽2

መ𝛽1 < 0, መ𝛽2 > 0

注意X 的取值范围
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3.7.4 缩放变量

⚫ 模型 𝑌 = ො𝛼 + መ𝛽𝑋

◼ 被解释变量变化n倍

n 𝑌 = 𝑛 ො𝛼 + n መ𝛽𝑋 ֜ 𝑌∗ = ො𝛼∗ + መ𝛽∗𝑋

◼ 将解释变量变化m倍

𝑌 = ො𝛼 +
𝛽

𝑚
𝑚𝑋 ֜ 𝑌∗ = ො𝛼 + መ𝛽∗𝑋∗

◼ 将被解释变量变化n倍，解释变量变化m倍

n 𝑌 = 𝑛 ො𝛼 + n
𝛽

𝑚
𝑚𝑋 ֜ 𝑌∗= ො𝛼∗ + መ𝛽∗ 𝑋∗

方程系数经济含义和系统显著性不变,只是单位发生改变，更易

解释
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3.7.4 缩放变量

◼ 对数形式缩放

ln(𝑌) = ො𝛼 + መ𝛽 ln 𝑋

ln n𝑌 − ln 𝑛 = ො𝛼 + መ𝛽 ln 𝑚𝑋 − መ𝛽ln m

ln(𝑌) = ො𝛼 + መ𝛽 ln 𝑋

ln 𝑌∗ = ( ො𝛼+ln 𝑛 − መ𝛽ln m) + መ𝛽 ln 𝑋∗

可以看出，只有截距改变，斜率不变，因为对数形式下系数反映

的是百分比影响
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3.7.5 移动变量

⚫ 通过给变量增加或减去一定的值来改变变量大小

⚫ 𝑌 = ො𝛼+ መ𝛽𝑋

⚫ 被解释变量+ 𝑞 : 𝑌 + 𝑞 = ො𝛼 + 𝑞+ መ𝛽𝑋

⚫ 解释变量+p ∶ 𝑌 + 𝑞 + መ𝛽𝑝 = ො𝛼 + 𝑞+ መ𝛽(𝑋 + 𝑝)

⚫ 得到： 𝑌∗ = ( ො𝛼 + 𝑞 − መ𝛽𝑝)+ መ𝛽𝑋∗
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3.7.6 统计显著性和经济显著性（实际显著性）

⚫ 统计显著性：对估计参数值进行假设检验来检查是否
显著不同于原假设假定的值。通常在原假设中假设系
数真值为0，然后计算偶然事件发生的概率p值，若p
值小于显著性水平，就拒绝原假设，认为系数是起作
用的

⚫ 统计显著不意味着实际显著“统计显著性”主要是为
了分析在小样本中, 那些看起来具有“实际显著性”
的现象是否只是偶然发生的。相反地, 当样本数量很
大时, 虽然回归系数也许能通过显著性检验, 但它带来
的效应可能小到并不具有实际意义

⚫ 统计显著性与经济显著性的六种组合
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3.7.6 统计显著性和经济显著性（实际显著性）

⚫ 不一致的成因
◼ 抽样数据所得到的各项参数估计包含的抽样误差

统计显著与否受三个因素影响：实际效应强度的大小、置信度
水平的大小、样本规模的大小

◼ 回归计算建立在严格的假设上，比如随机扰动项服从正态分
布，拥有相同的均值和方差。但实际中由于未观测的因素，
随机干扰项的方差几乎不可能相同，还可能相关

◼ 假设检验基于小概率原理，μ=μ0 和检验统计量值对应的 p 
值小于 0.05 有极大的概率相联系, 但它们的关系是仍然是随
机的, 它们之间不存在演绎推论关系。这种显著是在一定较
小允许误差下显著，差异不显著可能只是因为偶然因素、误
差过大导致，并不能排除今后出现差异显著的可能性

《统计显著性与实际显著性辨析》
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3.7.7 包含交叉项的模型

⚫ 考虑模型

𝑌 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋1 + 𝛽2𝑋2 + 𝛽3𝑋1𝑋2 + 𝑢

◼ 一定要包含主项，否则由于确实变量偏差，交互作用可能是

错误的

◼ 解释系数： 𝑌 = መ𝛽0 + መ𝛽1𝑋1 + መ𝛽2𝑋2 + መ𝛽3𝑋1𝑋2

መ𝛽1 𝑋2 = 0 、 መ𝛽2

መ𝛽3：交叉项系数反映一个变量对 𝑌的影响是否受到另一个变量大

小的影响

判断正误：“当 መ𝛽1 < 0, መ𝛽3 > 0时， 𝑋1的增加会使得 𝑌值增加，

但𝑋1对 𝑌的影响会随着𝑋2的增加而减少”

无法通过该条件判断𝑋1对 𝑌的影响，取决于𝑋2
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3.7.8 多余的解释变量

⚫ 假设模型的真实情况：

𝑌 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋1 + 𝑒

⚫ 加入多余解释变量：

𝑌 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋1 + 𝛽2𝑋2 + 𝑒

◼ 𝐸 መ𝛽1 = 𝛽1, 𝐸 መ𝛽2 = 0

◼ 𝑉𝑎𝑟 መ𝛽𝑗 =
𝜎2

σ𝑖
𝑁 𝑋𝑗𝑖 − ത𝑋𝑗

2
(1−𝑅𝑗

2)

◼ 𝑋𝑗𝑖 − ത𝑋𝑗

2
、 𝜎2、 𝑅𝑗

2（共线性）
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3.7.8 多余的解释变量

◼ 多余自变量对被解释变量没有解释力度，不能降低𝜎2 ，且

若多余自变量与解释变量𝑗相关，会造成𝑅𝑗
2变大，从而导致

系数方差变大
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3.7.9 多重共线性

⚫ 考虑模型

𝑌 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋1 + 𝛽2𝑋2 + 𝛽3𝑋3 + 𝑒

若𝑋2、 𝑋3高度相关，𝑋1与其他解释变量无关

𝑅1
2=0，𝑉ar( መ𝛽1)不受𝑋2、 𝑋3高度相关的影响

但𝑅2
2、 𝑅3

2 > 0，𝑉ar( መ𝛽2,3)变大，易被判断为不显著
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3.7.10 检验分组系数的不同

⚫ 样本分组，检验回归系数在不同组是否显著不同

⚫ 考虑财务杠杆对企业投资影响的模型

𝐼𝑛𝑣𝑒𝑠𝑡𝑚𝑒𝑛𝑡𝑖 = 𝛼 + 𝛽1𝑙𝑒𝑣𝑒𝑟𝑎𝑔𝑒𝑖 + 𝛽2𝑆𝑖𝑧𝑒𝑖 + 𝛽3𝑄𝑖 + 𝑒𝑖

（Q是托宾Q值，企业业绩增长衡量指标）

⚫ 假设𝛽1显著为负，进一步检验财务杠杆对投资量的影

响是否对于有高增长机会的企业更严重

⚫ 如何分组？如果Q大于样本中值，则为高增长企业；

Q小于样本中值，为低增长企业
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3.7.10 检验分组系数的不同

◼ 全样本全交乘项

𝐼𝑛𝑣𝑒𝑠𝑡𝑚𝑒𝑛𝑡𝑖 = 𝛼 + 𝛽11𝑙𝑒𝑣𝑒𝑟𝑎𝑔𝑒𝑖 + 𝛽12𝑙𝑒𝑣𝑒𝑟𝑎𝑔𝑒𝑖 × 𝐻𝑖𝑔ℎ𝑄𝑖 +

𝛽21𝑆𝑖𝑧𝑒𝑖 + 𝛽22𝑆𝑖𝑧𝑒𝑖 × 𝐻𝑖𝑔ℎ𝑄𝑖 + 𝛽3𝑄𝑖 + 𝑒𝑖

𝛽11、 𝛽12、 𝛽11 + 𝛽12

好处：使用全样本数据、允许其他控制变量不同组的系数是不同

的

缺点：如果控制变量数量较多，需要加入许多交乘项
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3.7.10 检验分组系数的不同

◼ 全样本单交乘项

𝐼𝑛𝑣𝑒𝑠𝑡𝑚𝑒𝑛𝑡𝑖 = 𝛼 + 𝛽11𝑙𝑒𝑣𝑒𝑟𝑎𝑔𝑒𝑖 + 𝛽12𝑙𝑒𝑣𝑒𝑟𝑎𝑔𝑒𝑖 × 𝐻𝑖𝑔ℎ𝑄𝑖 +
𝛽2𝑆𝑖𝑧𝑒𝑖 + 𝛽3𝑄𝑖 + 𝑒𝑖

𝛽11、 𝛽12

避免许多交乘项

缺点：隐含地限制了𝑆𝑖𝑧𝑒在不同组对投资的影响都相同

𝐼𝑛𝑣𝑒𝑠𝑡𝑚𝑒𝑛𝑡𝑖 = 𝛼 + 𝛽11
′ 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑟𝑎𝑔𝑒𝑖 × 𝐿𝑜𝑤𝑄𝑖 + 𝛽12

′ 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑟𝑎𝑔𝑒𝑖 ×
𝐻𝑖𝑔ℎ𝑄𝑖 + 𝛽2𝑆𝑖𝑧𝑒𝑖 + 𝛽3𝑄𝑖 + 𝑒𝑖

使用两组虚拟变量： 𝐻𝑖𝑔ℎ𝑄𝑖、 𝐿𝑜𝑤𝑄𝑖

𝛽11
′ = 𝛽11， 𝛽12

′ = 𝛽12+ 𝛽11

通过𝛽12
′ − 𝛽11

′ 是否显著不等于0检验𝑙𝑒𝑣𝑒𝑟𝑎𝑔𝑒在两组是否有显著
差异

41



3.7.10 检验分组系数的不同

◼ 分样本回归

将样本按Q 分成两组，分别进行回归

Q 大于样本均值：

𝐼𝑛𝑣𝑒𝑠𝑡𝑚𝑒𝑛𝑡𝑖 = 𝛼 + 𝛽11𝑙𝑒𝑣𝑒𝑟𝑎𝑔𝑒𝑖 + 𝛽21𝑆𝑖𝑧𝑒𝑖 + 𝛽3𝑄𝑖 + 𝑒𝑖

Q 小于样本均值：

𝐼𝑛𝑣𝑒𝑠𝑡𝑚𝑒𝑛𝑡𝑖 = 𝛼 + 𝛽12𝑙𝑒𝑣𝑒𝑟𝑎𝑔𝑒𝑖 + 𝛽12𝑆𝑖𝑧𝑒𝑖 + 𝛽3𝑄𝑖 + 𝑒𝑖

优点：允许不同组系数不同

缺点：检验𝛽12 − 𝛽11的显著性
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